SISTEMAS Y MATRICES LECCION 1
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1.- Ecuaciones lineales

Se llama  ecuacion lineal de n incégnitas a toda ecuacion del tipo
a;-X 1+a,-X p+...+a-X ,=C, donde x 1,X »,...,X, son las incognitas , a 1,2 2,...,an
sonlos  coeficientes yc, el término independiente

Una ecuacion lineal con dos incognitas es, por ejem plo, 2x-3y=8.
Las incégnitas son, evidentemente, x e y. Los namer 0s 2y -3sonlos
coeficientes de la ecuacion: 2 es el coeficiente de xy-3,eldey.

El nimero 8 es el término independiente. En este ca SO aparece en el
segundo miembro de la ecuacion, pero también puede escribirse en el
primero: 2x-3y-8=0. Una ecuacion es lineal si es de primer grado,
esto es, si todos sus términos  (los términos son los sumandos) son

como mucho de primer grado. La ecuacién 3xy-5y=1 no es lineal porque
su primer término es de segundo grado, ya que el gr ado de un término
es la suma de los exponentes de las incégnitas que contiene.

La n-tupla ( o, O2,...,0n) €S una solucién particular de la ecuacién
aiX;t+axXe+...+axn,=c si la satisface, esto es, si a 10 +az00t ... +aan=C.

Resolver una ecuacién es encontrar todas sus soluciones par ticula-
res. El conjunto formado por todas ellas recibe el nombre de solu-
cion general de la ecuacion.

Es facil obtener soluciones particulares de una ecu acion lineal,
basta dar valores arbitrarios a todas las incognita S menos una y
calcular el correspondiente a ésta de manera que se satisfaga la
ecuacion.

Por ejemplo, (1,0,2) y (2,1,-1) son soluciones part iculares de la
ecuacion lineal x+2y+z=3:

y z
1({0]| 3-1-2-0=2
1|3-2-2:1=-1

Del mismo modo se calcula la solucién general: si x =a e y= B, en-
tonces z=3- «a-2 B. La solucién general es, pues, ( a, B,3- a-2 B). Se dice
gue la solucion depende de dos parametros. Observa gue la solucién
de una ecuacion lineal de n incdgnitas depende de n -1 pardmetros.

Las ecuaciones que tienen solucion se llaman compatibles ylas que
no la tienen, incompatibles

Una ecuacion lineal se llama homogénea si su término independiente
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es cero:a 1XitaxXp+...+ax,=0. La n-tupla (0,0,...,0) es solucion particu-
lar de cualquier ecuacion homogénea de n incognitas

Una ecuacion lineal homogénea se llama trivial si todos sus coefi-
cientes son cero: 0-x 110X o+...+0-x,=0. Cualquier n-tupla ( o1, 002,..., Oln)
es solucion particular de la ecuacion trivial de n incoégnitas.

La ecuacién 0-x 1+0-x +...+0-X,=1 es, evidentemente, incompatible.

Es facil distinguir las ecuaciones compatibles de | as incompati-
bles. Las que tienen todos los coeficientes nulos y el término inde-
pendiente no nulo son incompatibles y las demas, co mpatibles.

2.- Sistemas de ecuaciones lineales

Se llama  sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a todo
sistema del tipo:

Ay1-X 1ta X 2t...+an X n=Cy
Ap1:X 1tag X 2t...+@n X n=C>

Am1' X 1+am2'x 2+---+ann'x n=C

Las incognitas son x 1,X 2,...,X . LOS nUmeros a i YC i son, respectiva-
mente, los coeficientes y los términos independientes . Observa que
los coeficientes tienen dos subindices: el primero indica la ecua-
cion a la que pertenecen y el segundo, la incégnita a la que acompa-
fan.

Una n-tupla ( o1, Ol2,..., On) €S una solucion particular del sistema si
lo es de todas sus ecuaciones. Resolver un sistema es hallar todas
sus soluciones particulares. El conjunto formado po r todas ellas re-
cibe el nombre de solucion general del sistema.

Si S es la solucion general del sistemay S i la solucion general
de la i-ésima ecuacioén, entonces S=S 1"SyM.. Syy ya que toda solucién
particular del sistema lo es también de todas y cad a una de sus
ecuaciones, y viceversa.

Un sistema que no tiene solucién se llama incompatible y, si la
tiene, compatible: compatible determinado si la solucion es Unica y
compatible indeterminado si no lo es. Mas adelante se vera que, si
la solucién no es Unica, hay infinitas soluciones.

El sistema se llama homogéneo si sus términos independientes son
todos cero.

Observa que un sistema homogéneo de n incognitas es siempre compa-
tible, ya que la n-tupla (0,0,...,0) es una solucion particular.
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3.- Sistemas escalonados

Diremos que un sistema de ecuaciones lineales es escalonado sica-
rece de ecuaciones triviales y el primer coeficient e'! no nulo de ca-
da ecuacion (llamado pivote ) esta precedido de mas coeficientes nu-
los que en la ecuacién anterior.

Un sistema escalonado de n incégnitas no puede tene r mas de n

ecuaciones compatibles, aunque puede tener menos:

X+2y-5z2=6
+2vy-5z=
y+3z=-2 X2y 5;:?2 }
47=-8
Tampoco puede tener mas de una ecuacion incompatibl e, ya que en-
tonces no seria un sistema escalonado:
X+2y-5z2=6
+2vy-5z=
y+37=-2 X+2y 52_6
= z=-2
47=-8 0=2
0=-6
* % %
Es facil resolver un sistema escalonado: se procede de abajo arri-
ba, de la dltima ecuacién a la primera.
Por ejemplo:
X+2y-5z2=6 ) 5
y+3z=-2 ; = 7=-8/4 = z7=-2 = y=-2-3z=-2+6 Sy=4 =
47=-8
4 x=-12
= X=6-2y+5z=6-8-10 = x=-12 = qy=4
z=-2
El sistema es compatible determinado. Observa que e | nimero de
ecuaciones coincide con el nimero de incégnitas.
Por ejemplo:
X=-4-2 «o
X+2y-5z2=6 5 X=-4-2y 6
7=-2 } = 7=-2 = X=6-2y+5z=6-2y-10 {z=-2 = 1y=a
z=-2
La solucion puede dejarse como aparece en penultimo lugar, en cuyo
caso se dice que la incognita y hace de parametro .’ Para cada valor
de y se obtiene una solucién particular. Se trata, pues, de un sis-
! Para los efectos de la definicion, el término inde pendiente se considera coeficiente.
2 De la dltima ecuacién despejamos z.
% De la pendultima despejamos la y, sustituyendo z po r su valor.
* De la primera despejamos la x, sustituyendo las ot ras dos incognitas por sus valores.

® Se procede igual que antes.

® Hacemos y= o.

" Como el sistema consta de dos ecuaciones, sélo pod emos despejar dos incégnitas, ha-
ciendo la otra de parametro.
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tema compatible indeterminado y la solucién depende de un parametro.

Sin embargo, utilizaremos mas la expresion paramétrica de la solu-
cion, que es la que aparece en ultimo lugar.
Un caso extremo de sistema escalonado es el formado por una ecua-
cion:
. X=6-2 o+5f
X+2y-52=6 = X=6-2y+5z = y=a
z=p
Igual que antes, la solucion puede dejarse como apa rece en penul-
timo lugar, en cuyo caso se dice que las incognitas y Y z hacen de
parametros, 2 o bien puede utilizarse la expresion paramétrica d e la
solucién, que es la que aparece en ultimo lugar. El sistema es,
pues, compatible indeterminado y la solucion depend e de dos parame-
tros.

Otro ejemplo:

X+2y-5z2=6
z=-2
0=1

El sistema es incompatible, ya que su ultima ecuaci 6n no tiene
solucion.

* * %

En resumen: Si la Ultima ecuacion de un sistema esc alonado es in-
compatible, el sistema es incompatible. En los demé& S casos el sis-
tema es compatible. Compatible determinado si el nu mero de ecuacio-
nes coincide con el de incégnitas y compatible inde terminado si el
namero de incdgnitas es mayor que el de ecuaciones; en este caso la
diferencia entre el nimero de incégnitas y el numer o de ecuaciones
coincide con el nimero de parametros de que depende la solucion:

Sistemas escalonados NUmero de ecuaciones compatibles
de n incégnitas
n r<n
: El sistema es El sistema es compatible
Numero de 0 | compatible indeterminado y la solucién
_ écuaciones determinado depende de n-r pardmetros 8
incompatibles
1 El sistema es incompatible
Y Hacemosy= ayz= B.
2 Como el sistema consta de una ecuacién, sélo podem os despejar una incégnita, haciendo
las otras dos de parametros.
3 Como el sistema consta de r ecuaciones, s6lo podem os despejar r incognitas, haciendo

las otras n-r de parametros.
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