SISTEMAS Y MATRICES LECCION 13

indice: Matriz traspuesta. Propiedades de la traspo sicién. Resolu-
cion de la ecuacion matricial X-A=C. Problemas. Ane XO.

1.- Matriz traspuesta

Si A=(a j ) es una matriz de orden m xn, se llama traspuesta de A,y
se escribe A' o (a i ), ala matriz de orden n xm que tiene por filas
las correspondientes columnas de A.

Por ejemplo:

SER BT

1 5
Si la matriz es cuadrada, se conserva la diagonal p rincipal y los
demas elementos pasan a ocupar el lugar simétrico r especto de dicha
diagonal:
5 0 7 5 3 6 100 100
A= 3 1 -3 = A'= 0 1 2 = 010 = |'= 010
6 2 4 7 -3 4 001 001
Si A=(a j ), es facil ver que A'=(a i )=(a ji ). Esto es, el elemento
ij-ésimo de la matriz A' es el elemento ji-ésimo de la matriz A.

2.- Propiedades de la trasposicion

12) Si A es una matriz cualquiera, [A]'=A.

En efecto, si A=(a i )l
1 1
[AT=[@ )T= [(@ )= (ai)=A
22) Si Ay B son dos matrices del mismo orden, [A+B]'= A'+B'.
En efecto, si A=(a i )yB=(b ):

[A+BI=[@ 4 )+ )= (@ by )= (@ +by)=
=@; )b )= (@ )b )= A+
32) Si A es una matriz cualquiera, [ o-Al'= oA
En efecto, si A=(a i )l

(A= @)= " (aas)= (aay)=
=a-(@ )= o(@j)= oA

L Por la definicién de matriz traspuesta.
2 por la definicién de suma de matrices.
% Por la definicién de producto de una matriz por un namero real.



42) Si Ay B son dos matrices de érdenes m
te, [A-B]'=B"A'".
En efecto, si A=(a

i ), B=(b ), A=(c

1 2
[A-B] = (@ jp-bitap-ba+...+g-bn)= (C y '9
=(d i1 -C g +dia -C g +...46Gh -C ) =

3.- Resolucién de la ecuacién matricial X-A=C

i )y B'=(d

XNy n xp, respectivamen-

i ):

3
i1 +Coj -dip+...4G;-d jn) =
B"A'

Si hay que resolver una ecuacion matricial del tipo X-A=C, basta
trasponer los dos miembros de la ecuacion, A'-X'=C' , Y resolver ésta
como se ha indicado en la leccion anterior. La solu cion es X=X".

Por ejemplo:

10 31

(L 265 4 5 L.l 3}.x-: £.5 o}

23 4 3
1 0] 31 1 0] 31 1 0] 31

[—1 3|5 o}fi[o 3|-2 1}-6{0 3|-2 1}1 @ o 1/13) N
2 3/ 4 3 0 3/-2 1 0O 00O
. 3 1 (3 -2/3
- X'= (-2/3 1/3) = X= (1 1/3)

Comprobacion:

(3 -2/3 ) (1 -1 2)_(3+0 -3-2  6-2 )_(3 -5 4)
1 1/3)\0 3 3)71+0 -1+1 2+1)/1 0 3

4.- Problemas

152 315 101 ]
1) SiA= [4 18 },B: [410 },C: [302 }yD:(
6-12 001 115

4) A'+6B+3C’ B)| (A-C)+7B-6B'
d)] A-A-3(B+C) &) 7A-2C+3(6A-2B)
g) b-B-C h) D-(B+C)

! El elemento ij-ésimo de la matriz [A-B], que es e

se obtiene, por tanto, multiplicando la j-ésima fil
ambas de n elementos al ser A una matriz de orden m
2 Como A'y B' son las traspuestas de Ay B, respect

% Por la propiedad conmutativa del producto de nimer
* El producto de la i-ésima fila de B' por la j-ésim

al ser B' una matriz de orden p
de la matriz B"-A'".

> 2af+12f; 32f-2.1f,

® 3af.2f,

7 23f.1/3; eliminamos la Gltima fila.

xn y A' una matriz de orden n

123

125 ) halla:

6) (4A-6B-3C)'
f)" 7C-6(B-3C)
)" D-(B+C)

| elemento ji-ésimo de la matriz A-B,

a de A por la i-ésima columna de B,
xn'y B una matriz de orden n
ivamente, a
os reales.

a columna de A', ambas de n elementos

xp.
j1=Cyj, b 1=du, etc.

xm, es el elemento ij-ésimo
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) B-CD k) (B-C)-D' ) (7B-6C)-D

4000 4000
2) Dadas las matrices A= [O 1n }yB: [0 Op } calcula:
0 01 0 01
a) Az2+B2 b) A3+B3 c) AB d) (A-B) 2
e) (A) 2+B) 2 f A-B g) (AB) 2 h) A-B

3) Prueba que la siguiente matriz es normal:

)

4) Si A es una matriz de orden n, prueba que A-A' es simétrica
5) Escribe un ejemplo de matriz simétrica.
6) Si Ay B son matrices simétricas, prueba que (A-B) '=B-A.

7) Si A es antisimétrica, % demuestra que A 2 es simétrica y que A 3es
antisimétrica.

8) Escribe un ejemplo de matriz antisimétrica.

9) Demuestra que todos los elementos de la diagonal p rincipal de una
matriz antisimétrica son 0.

10) Si Ay B son antisimétricas, demuestra que (A-B)'= A-B.
11) Si A es antisimétrica y ortogonal, * demuestra que A 3+A2+A+1=0.

12) Si A es simétrica y ortogonal:

a) calcula k para que 2A 3+A2+KkA-1=0.
D) calculapy qparaque A S3+pA2+gA=I (A #KkI).
13) De qué tipo son las potencias de una matriz antisi métrica.
14) Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:
21 10 1-1 26
3% (21 H01) 0 x (07 Ha1)
142 120 1-1 2 49 5
o) 1351 [=x.[012 g x [0 1 1:(5 2 17)
7-21 213 1 1 4
15) Calcula la matriz X si se sabe que verifica

1

i« (30 ¢ (RO

! La matriz cuadrada A es normal si A-A'=A"A.

2 La matriz cuadrada A es simétrica  si A'=A, esto es, si a i =aji .

3 La matriz cuadrada A es antisimétrica si A'=-A, esto es, si a i =-aiji .
* La matriz cuadrada A es ortogonal  si A-A'=A"A=l.
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5.- Anexo

Para ver mas claramente las demostraciones de las p

la trasposicion de matrices, las repetimos aqui par

ropiedades de
a el caso en el

gue las matrices A y B son de orden 2 x3 (y 3 x2, respectivamente, pa-
ra la ultima propiedad).
12) [AT=A.
: a;; an)|
[AT= |:(all ai al3) ] 1 ai; az 2 (all ai 813):
dp1 A2 A3 dp1 A2 A3
diz A3

2a) [A+B]'=A+B".

" dix aiz ais 11 b2
[A+B]= |:(a21 az 8-23)+G))21 b2,

I~

ol

(all+bll at+bis 813+b13)' 1
az+by axntby axtbas

antby; ax+by a1 an 11 b2 1 /3y Ay ag) 1 b by
=| Q12tD12 Qxtba | = 812 8z [+ D12 by | = (au an azg) +G;21 Doy bzg) = A'+B'
aiztbis az+bys Az azs) \b1z bos
32) [ o-Al'= a-A.
' ' oa-ai; o-ag
dixp adiz ais 3 (od1; Otag2 ora13| 1 3
% lay axn a = = |loai oan|=
21 dz2 dz3 a1 oA 2 O-a 23
o-a 13 o-a o3
a a '
_ e A dir A1z aiz) _ .
= |A12 A2 |= o =o-A
dz1 A2 Ags
diz ag3
44) [A-B]'=B"-A"
11 b2
a a a 4
[A-B]'= (11 12 13)_ by b || 2
dz1 Az Ags ba b
31 D3
_(all'b 11t+a12:b s1+a13-b 31 a-b ptasn-b p+as:b 32)' 1
azi-b itag b itazs-b s 8z-b 12+822:b 22+823-b 32

_(all'b 11+a12:b s1+a13-b 31 ax-btaz-by+azs:b 31) 5
aii-b pta12-b otas-b s @b p+az-b ntass-b s
_(bll'a 11+021-a 12+b31-a 13 bigra 21+boa 2+bsica 23) 4
Di2-a 11+b2s-a 12+D32-8 13 D12-8 21+D22-a 22+D32-8 23
a;; a b1y :
_(b11 bz ba all a21 1 bll bl2 di1 Az aAi1z\ _ o, A,
b1z by bg) |2 TF )T 2t 220 "\ap Az ass =B-A
diz A3 b3 bs
1 Por la definicién de matriz traspuesta.
2 Por la definicién de suma de matrices.
% Por la definicién de producto de una matriz por un namero real.
* Por la definicién de producto de matrices.
® Por la propiedad conmutativa del producto de nimer os reales.
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