SISTEMAS Y MATRICES LECCION 12

indice: El método de Gauss-Jordan. Resolucion de la ecuacién matri-
cial A-X=C. Problemas.

1.- El método de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan es una variante del método de Gauss para

la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, p ero con dos afa-
didos. El primero es que deben hacerse 0 no sélo lo s coeficientes
gue se encuentran por debajo de cada pivote sino ta mbién los que se
encuentran por encima. Y el segundo, que los pivote s deben valer 1. !
Por ejemplo:
X+y+4z=0 1140211403114041001
2xy=5 ! s |2 -1 0|5|/~|0-3 -8|5/2|0 1 4|-1|~|01 41|32
2x+22=3 2 0 2|3 0 -2 6|3 0-2 6] 3 002 1
100 1y, 100 1 x=1
~1010/-3|~1]010| -3|> qy=-3
002 1 00 1(1/2 z=1/2

El sistema es compatible determinado.
Otro ejemplo:

2x+y-3z=0 2 1-3]0y, (1 -1 -2 1y 1 -1 -2] 1,
-3x-2y+z=1 5 /3 -2 1/ 1/~|83 -2 11|~ 0 1 7|-2|~
Ax+3y+z=-2 4 3 1|-2 4 3 1|-2 0-1 -7] 2
) [‘10 23 %} (05| N8 el
o0 olo 0 1 7|-2 y=-2-72
El sistema es compatible indeterminado y la solucio n depende de un
parametro.

Otro ejemplo:

x+3z=1 1 0 3
3x+y-z=0 } N [ 3 1-1
-1 -1 7

1 1 0 3
o} Y [o 1 -10
2

1 10 3
-3}13 [o 1-10

1
3 }
-4

-X-y+7z=-2 0-1 101 0O 0 O
! Dicho de otro modo, se trata de obtener la matriz escalonada reducida equivalente. Esta
matriz, a diferencia de lo que sucede con la matriz escalonada equivalente, es Unica, es-
to es, no depende del camino seguido para obtenerla . No lo demostraremos.
2 2af.p.13f; 38f-2.15f,
8 2af.2.33f,
4 1af-2af; 3af+2.23f,
5 39f.1/2.
5 13f+23f,

7 22f-3.12f; 33f+4-17f,

8 12f+3.22f; 32f+22f,

9 12f.(-1); eliminamos la tercera fila.

10 Observa que el método de Gauss-Jordan permite desp ejar facilmente las incognitas x e y
en funcion de z (que hace de parametro).

1 2af-3.12f; 3af+1°f.

12 3af+ 291,



El sistema es incompatible.

2.- Resolucion de la ecuacién matricial A-X=C

Queremos resolver ecuaciones matriciales de la form a A-X=C, donde
A es una matriz m xn, X una matriz n xp y C una matriz m xp.
Veamos primero un ejemplo de ecuacion matricial com patible deter-
minada:
1 1 -3 % U 8 -1 X+y-3z u+v-3w 8 -1
0 1 1 V_lO y+z vtw | [ 1 O
1-2 0f 32’ wlt 5] = x2y u2v 7|1 5
1-1 -5 6 -1 X-y-5z u-v-5w 6 -1
Esto nos conduce a un sistema de ocho ecuaciones co n seis incogni-
tas 0, mejor todavia, a dos sistemas de cuatro ecua ciones con tres
incégnitas cada uno:
x+y-3z=8 1 1 -3 8 u+v-3w=-1 1 1-3 -1
y+z=1 | 1 [0 1 1| (X[ 1 viw=0{ 2 [0 1 1| ([g]| O
x2y=1 ( 2|1 -2 0 32’- -1 u2v=5 (2|12 0of|¢ 5
X-y-5z=6 1-1 -5 6 u-v-5w=-1 1-1 -5 -1
Como los dos sistemas tienen la misma matriz de coe ficientes, pue-
den resolverse simultaneamente por el método de Gau ss-Jordan:
1 1-3]|] 8-1 1 1-3]|] 8-1 1 04| 7 -1
O 1 1| 1 O0|s|0 1 1| 1 0|4(0 1 1| 1 oOfs
1 -2 0|1 5|(7(0o -3 3(9 6| |0 0 6|6 6|
1 -1 5| 6 -1 0 -2 -21-2 0 O 0 0] 0O O
104} 7-1y (10 03 3
~/01 1] 1 0|~|0 1 0 2 -1
0O 0 1.1 1 0O 0 1.1 1
Si s6lo nos fijamos en la penultima columna, hemos resuelto el
primer sistema: x=3, y=2, z=-1; si so6lo nos fijamos en la dltima,
hemos resuelto el segundo: u=3, v=-1, w=1. Por tant o:
X U 3 3
y vi=| 2 -1
zw -1 1
Comprobemos el resultado:
! Observa que la expresién matricial de este sistema puede obtenerse directamente de la
ecuacion matricial de partida: la matriz A por la p rimera columna de la matriz X es igual
a la primera columna de la matriz C
2 Lo mismo que en la nota anterior, pero con las seg undas columnas de Xy C.

8 3af-19f: 43f-12f,

4 13f.20f: 33f+3.23f; 43f+2.23f,

5 33f.1/6; eliminamos la Gltima fila.
5 13f+4.33f; 22-33f.
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1 1 -3 3 3 +2+3 3-1-3 8 -1
0O 1 1 5 1 0+2-1 0-1+1 || 1 O
1-2 0)| "71/840 3+2+0|7|-1 5
1-1 -5 3-245  3+1-5 6 -1
* % *
Veamos ahora un ejemplo de ecuacion matricial compa tible indeter-
minada: !
1 1 -3 % U -1
0O 1 1 vl 1 0
1 0-4 [ 0F7 -1
1-1 -5 6 -1
1 1-3|8-1 1 1-3| 8-1 1 0-4|7 -1
0O 1 1|1 0]|z2/{0 11103011104(10-4‘7-1)
1 04|7-1|"|/0 -1 1|1 0|0 O 0|0 O|70O 1 112 O
1-1 5|6 -1 0 -2 2|2 0 0O 0 0|0 O
Si s6lo nos fijamos en la pendltima columna, hemos resuelto el
primer sistema: x=7+4z, y=1-z; si sélo nos fijamos en la ultima, he-
mos resuelto el segundo: u=-1+4w, v=-w.
Por tanto: °
X u +4z -1+4w
y vi=| 1-z -W
YA z w
Comprobemos el resultado:
1 1 -3 +4z+1-2-3z -1+4w-w-3w -1
0 1 1 1+£le '1TV3'W _ 1-z+z -WHW |1 0
1 0-4]) 5 W 7+4z-4z -1+4w-4w - [T 7 -1
1-1 -5 (+4z-1+7-52 -1+4w+w-5w 6 -1
* * %
Veamos por ultimo un ejemplo de ecuaciéon matricial incompatible: !
1 1 -3 % U -1
0 1 1 vl 1 0
1 0-4[Y0F7 0
1-1 -5 6 -1
1 1-3|8-1 1 1-3| 8-1 1 0-4|7 -1
0 1 1|1 olz2{o 1 1|1 olsfo 1 1f1 o]s(z ¥4I N
10-470~O-1-1-11~00001~00001
1-1 5|6 -1 0O -2 2|2 0 O 0 0|0 O
! Como la justificacién del procedimiento ya la hemo s visto en el primer ejemplo, resol-

vemos éste directamente.

2 3af-12f; 4af-1°f,

3 12f-22f; 3af+22f; 4af+2.2f,

* Eliminamos las dos dltimas filas.

® Observa que cada uno de los dos sistemas depende d € un parametro y, por tanto, la ma-
triz solucion depende de dos.

® Suprimimos la cuarta fila.
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La ecuacion matricial es incompatible, ya que, de |
gue estamos resolviendo simultaneamente, el segundo

* % %

Podemos, pues, concluir lo siguiente:

0s dos sistemas
es incompatible.

Sea A-X=C una ecuacion matricial, donde A es una ma trizm xn, X una
matrizn xpy C una matriz m xp.

Si X 1, X 2,..., X 5 son las columnas de la matriz Xy C 1, C 2,..., C p son
las columnas de la matriz C, resolver la ecuacion m atricial A-X=C
equivale a resolver los p sistemas PAX 1=Ci, A X 5=C,,..., A X ,=GC,.

Por tanto:
1°)  Sirg(A)=rg(A|C)=n
compatibles determinados

= rg(A)=rg(A|C
= la ecuacion matricial es compatible de-

i)=n Vi

terminada (que es lo que sucede en el primer ejempl 0).

Observa también que si (A|C)~
cion de la ecuaciéon matricial A-X=C y, en consecuen

29  Sirg(A)=rg(A|C)=r<n

son compatibles indeterminados y la solucion de cad
= la ecuacion matricial es compatible indeterminada
(que es lo que

n-r pardmetros

y la matriz solucién depende de p-(n-r) parametros

sucede en el segundo ejemplo).
39 Sirg(A)  #rg(A|C)
sistemas

3.- Problemas

1) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lin

método de Gauss-Jordan:

y+z=1

a) {x+y-3228
X-2y=-1
y+z =5
X+2z=1
x y=-2
X+2y-2z=10
4x-y+z=4

9) -2X+y+z=-2
-X-3y=-11

2x+5y-8z+6t=5

{x+2y-3z+2t:2
3x+4y-5z+2t=4

! Repasa el primer ejemplo y lo dicho en la nota 1 d

= un sistema (al menos) es incompatible
tricial es incompatible (que es lo que sucede en el

(1/B), entonces B es |
cia, A-B=C.

= rg(A)=rg(A|C i)=r<n Vi

=rg(A) #rg(A|C i) para uno (al menos) de los p
= la ecuacion ma-
tercer ejemplo).

= los p sistemas son

a unica solu-

= los p sistemas
a uno depende de

eales por el
X-y+z2=6 2x-3y+4z=3
D) X+y-z=2 c) 4-x+2y-3z=-2
X+y+z=12 4x-3y-z=0
y+z =2 X+2y-3z=6
e) z+t=1 2X-y+4z=2
x 2t=3 4x+3y-2z=14
X+y+z+t=1
X-y+z+t=1 X+y+Z+t=0
h) X+y-z+=1 X-y+z-1=12
x+y+z-t=1 X+y-z+t=-8
X+y+Z+t=0 2x+4y+53=1
_ X+3y+3z=-1
X-y-z+t=0 _
_ ) 4x+5y+4z=2
rorrot= x3y+22°2
y - 2X+5y-z=-7

e la segunda péagina para verlo.
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m)

|

2) Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:

X+y+z+t=0 2X-y+z-2t=-5
X-y+z-t=12 2x+2y-3z+t=-1
X+y-z+t=-8 n) -X+y-z=-1
X-y-z-t=1 4x-3y+2z-3t=-8
X-3y+4z-2t=5 X+2y+3z2=3
2y-5z+t=2 {2x+3y+82=4
2x-3y-z-t=16 3x+2y+17z=1

D (13)x(7)
9 2 %)x o

e)

9)

2
[O-
112

h)

)

1)

01
11 } resuelve la ecuacion: AX=X+I.
1

4) Si(12)-A=(4 2-2)y(1-1)-A=(1-1 1), calcula

NNWNEFRPEDNRRE

A)

'

X+2y+2z=2

3x-2y-z=5

2x-5y+3z=-4
X+4y+6z=0
X+2y-z+3t=3
2x+4y+4z+3t=9
3x+6y-z+8t=10

2 1-1
3 )'X- (2 1
3 1-1

6) %= (2 -2
-1 1
-1 1|.X= [O
-3 2 1

101 3
1 1 2

1 10 -1
3 22 2
-1 2 -1
3 1})(:[ 7

-1 3 -3
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