JUNIODE 2016. PROBLEMAAL.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

x+(@a+1l)y-z=1 (3 PunTO3

X+2y+2z=1
{-2x-(2a+2)y+(a 2-2)z=a

Aplicamos el método de Gauss:

1 2 2 |1 1 2 2 1 1 2 2 1
1 atl -1 1Ko a1l 3 |0 o a1l -3 [0 |3
-2 -2a-2 az22la) \0 -2(al) az+2|a+2 0 0 a?4ja+2
a-1=0 = a=1
a2-4=0 —a?=4 = a= 2
Estudiamos los distintos casos:
19 Si a=-2, el sistema es compatible indeterminado y la solucion
depende de un parametro:
x=1
12 2|1 X+2y+2z=1 x=1-2y-2z=1+2z-2z=1 _
0 -3 3|0 » -3y-32=0 = y=-z = y=-a
0O O 0|0 Z=q
29 Sia=1, el sistema es incompatible:
1 2 2|1 1 2 2|1
0 0-3[0/%2]0 0-3|0
0O 0 -3(3 0O 0 03
39 Sia=2, el sistema es incompatible:
1 2 2|1
0O 1-3|0
0O 0 0|4
49 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
X+2y+2z=1
a+2 1 3
(a-1)y-3z=0 } = z= = = 75| = (@ly=3z= 5 =
(a 2_4)Z:a+2 (a'2)(a+2) a-2 a-2
B 3 _ B 6 2
= V= @D@2) = x=1-2y-2z=1-  GED@E2 a2z -
_(a-1)(a-2)-6-2(a-1) _a2-2a-a+2-6-2a+2 _a2%ba-2
- @D)(@2) -7 (@D@?) = X @hE@2
1 2af-12f; 3f+2. 1,
2 32142.22f,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que despe jaremos luego (caso 4°).
4 3af.paf,



JUNIODE 2016. PROBLEMAAZ.

Se considera el plano n que pasa por los puntos P(1,1,3), Q(2,1,0) y R(-1, -4,-1). Encuentra

el punto de n que mas cerca esté del punto S(-3,1,1) (o sea, el pie de la perpendicular de

Sa n). (2 PunTO3
Sea X(x,y,z) el pie de la perpendicular trazada de Sa m

A
T R X

Multipliquemos vectorialmente [PQ _>]:(1,0,-3) y [PR _’]:(-2,-5,-4);
= g r r E - — - - RN
[POIAIPR]=| 1 0 -3 |=-15i +10j -5k =-5(3i -2j +k)
-2 -5 -4

A continuacion puede seguirse uno de los dos siguie ntes métodos:

PRIMER METODO

El vector u =(3,-2,1) es un vector perpendicular al plano n. Por
tanto, la ecuaciéon de dicho plano es 3x-2y+z+D=0.
Y como el punto P(1,1,3) es un punto de 7, satisface su ecuacion:

3-2+3+D=0 = D=-4 = n=3x-2y+z-4=0

La recta que pasa por el punto S(-3,1,1) y corta pe rpendicularmen-
te al plano n en el punto X tiene a u ~ por vector direccional. Por
tanto su ecuacion es:

o X+3 _y-1  z-1
SX=T37="3 771
Como X es un punto de esta recta, X(-3+3 o,1-2 o,1+ o).
Y como X es también un punto del plano 7, satisface su ecuacion:

3(-3+3 ®)-2(1-2 o)+l+ 0-4=0 = -9+9 «-2+4 at+l+a-4=0 =
— 14 9=14 = o=1 = X(0,-1,2)

SEGUNDO METODO
Como el vector [SX _>] es la proyeccion del vector [SP _>]=(4,0,2) sobre
elvectoru =(3,-2,1):

—._ [SP]u” - 4-3+0:(-2)+2-1 L 14
u-u
X+3=3 x=0
= (x+3,y-1,z-1)=(3,-2,1) = {y-1=-2 = {y=-1 = X(0,-1,2)
z-1=1 z=2



JUNIODE 2016. PROBLEMAAS.

Calcula los siguientes limites:
X

; 1 ]
) 1'2(05(2;)( y lim- X sen(m)
PRIMER LIMITE :
i Xtg X 1 i tg x+x(1+tg 2x)
Wb T-cos@x) - Mo T 2-sen(2x)
i 1+tg 2x+1+tg 2x+x-2:tg x-(1+tg 2x)
=My 2-2-C0S(2X) =
* * *
Si se conocen los infinitésimos equivalentes, se pu
como sigue:
i Xtg x 2. X2 i 1_
Wb T-cos@x) - "Moo 2x27 "M, 27
SEGUNDO LIMITE:
X . X
— lim [—-(x-l)
Xsen( mX) o x->1 | sen( mx)
lim = e
X—>1
X2-X ) 2x-1

lim ————— lim ———
x-1 sen( mX) 1 x->1 m-cos( mX)

1 como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi tal.

2va que, en x=0, tg

3 Como sale la indeterminacion 1

X~X; y como 2x es un infinitésimo en x=0, 1-cos(2x)
*, podemos dar este paso.

-3-

1

ININS

N|

|

(2 PunTO$

N|

ede proceder

1w

e

~(2x) 2/2=4x 2/2=2x 2.



JUNIO DE 2016. PROBLEMAAA.

q T
Dadas las funciones f(x)=|x-1]-1 y g(x)=sen (§-x) encuentra los dos puntos en que se cor-
tan. Calcula el area de la region del plano encerra da entre ambas curvas. 3 Punto$
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo la regién cuya area queremos hal lar:
etk Ix-1]-1  =sen (“ ) = {x:O
y=sen (%x) = - 2% ) = |x=2
2°) Averiguamos entre 0y 2 qué funcién esté por encim ay qué fun-
cion esta por debajo:
x| f(x)  |9(x)
1] 1 |1
3° Calculamos el area:
2
b1 2
A:f [sen (§-x )-|x-1|+1 -d% =
0
1 2
= f [sen (%x )+x]-dx + f [sen (%-x)-x+2 }jx =
0 1
= |- 2.cos (“ )+X21+ 2 cos (“ ) X2+2x i
= - T X - - X - A
m 2 2 o m 2 2 1
1 2 2 1 1 2 2 1 4+7
o) ( BB o Ballpe 2ottt
T T T T T T
y=x-1|-1
/\ 1W / y=sen( nx/2)
: : VN
<1
1 Esta ecuacion se resuelve a 0jo.
2 como [x-1]=1-x si x<1y |x-1|]=x-1 si x>1, descompo nemos la integral en dos.
3 calculamos la correspondiente integral indefinida directamente. La integral de las fun-
ciones polinbmicas son inmediatas de tipo potencial y la de la funcién trigonométrica, casi

inmediata de tipo coseno.



JUNIODE 2016. PROBLEMABI.

-1 0
Dada la matriz A= ( 1 _1), calcula A STyA 68,

Calculamos las primeras potencias de A:

Por tanto:

(2 PunTO3

Ay et () oFD (0 1) =AT=) (g D o)

Calculamos A 68 y su determinante:

1 0V/1 0 1 0
ABB=(-1) 68'(—68 1):(-68 1) = |A 88]= ‘-68 1‘=1

Como A-68 es lainversa de A 68
o= gp 1) Saoey=(g %) Sra ooy

Otra forma de hacer este Ultimo calculo consiste en
repetir con esta matriz lo hecho con la matriz A.

1 calculamos la adjunta de A 68,
2 calculamos la traspuesta de la adjunta de A 68,
3vYa que |JA  88|=1.

hallar A -1y



JUNIODE 2016. PROBLEMABZ.
Encuentra la ecuacion continua de la recta que cort
{2x-y-2:0

r =

“lx-2y+z3=0 Y ®

Sean X e Y los puntos de corte de la recta que busc

tas ry s, respectivamente:

X r

_[2x-y-2=0
B {x-2y+z-3:O

a perpendicularmente a
X-2

-z

Y4 _z+2

1 1 (3 PunTO3

amos y las rec-

Hallamos primero las ecuaciones paramétricas de la

2x-y-2=0 {y:—2+2x
X-2y+z-3=0

A continuacion puede seguirse uno de los dos siguie

PRIMER METODO
Por estar el punto X en la recta r: X(

Z2=3-X+2y=3-X-4+4x=-1+3x

X-2 y-4 z+2 {C(2,4, -2)
_y4 _ N

1 v(2,-1,1)
rectar:
X=o P(0,-2,-1)
= (Yy=-2+2 o > {3(123)

z=-1+3 o

ntes métodos:

o,-2+2 «,-1+3 o).

Por estar el punto Y en la recta s: Y(2+2 B,4- B,-2+ B).
Por tanto: [XY ~ ]=(2+2 B- 0,6- B-2 a,-1+ PB-3 a).
Como [XY] es perpendicular a u “(1,23)yav  (2,-1,1):
[XY]-u"=0 {2+2 B- 0+12-2 P-4 -3+3 B-9 =0 {33-14 a=-11
IXY]v =0 4+4B-2 a-6+ B+20-1+ B-3 a=0 6B-3 a=3
3p-14 a=-11 3p-28 p+14=-11 25p=25 p=1
= |a=2p-1 = la=2p-1 = lo=2p-1 = la=1
1 [X(1,0,2 - x-1 z-2
= {YE4131'])-) = [XY 1=(3,3,-3) = XY ET:%:_—

1 si resultara que los puntos X e Y coinciden, eso s
cortan en dicho punto. En ese caso, la recta buscad
direccional el producto vectorial de los vectores d

ignificaria que las rectas r y s se
a pasa por ese punto y tiene por vector
ireccionales de las rectasry s.



SEGUNDO METODO
Como los vectores u  =(1,2,3) yv  =(2,-1,1) son perpendiculares a la

recta que buscamos, un vector direccional de ésta e S:
- = > r r E — — — L
WEUAV ={1 2  3|=bi +5) -5k =5(i +j -k)
2 -1 1
Por tanto, la ecuacién del plano 7, que esta determinado por el
punto P, el vector u ~y un vector direccional de la recta XY, es:
X y+2 z+1
1 2 3 |=0 = -5x+4(y+2)-(z+1)=0 = -5x+4y+8-z-1=0 = 5X-4y+z=7
1 1 -1
Como el punto Y estd en larecta s LY(2+2 B,4- B,-2+ B).
Como el punto Y esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

5(2+2 B)-4(4- P)-2+ P=7 = 10+10 B-16+4 B-2+ p=7 =
— 15 B=15 = B=1 = Y(4,3,-1)

Por tanto, la recta buscada es:

1En lugar de lo que sigue, se podria calcular la ec uacion del plano n'. Entonces la recta
XY seria la interseccion de los planos ny w.



JUNIODE 2016. PROBLEMABS3.

Halla las asintotas de la funcién

4x2-1
Y= 5354 (2 Puntos)

1°) El dominio de la funcién es (- 0,-2) U(-2,+ o0).

2°) Larecta x=-2 es asintota vertical de la funcion:
. 4x2-1 15

elim _y=lim ===
))((—>-£ X—>-% 2X+4 O

i 4x2-1 15 _
23 y = x'mg 2x+4 T~ t®

39) Larecta y=2x-4 es asintota oblicua de la funcion en+ oy- o

PRIMER METODO

4x2-1 1 . 4x2

* k: ll X—>i00y = I!,(—>ioo 2X+4 - !(rDioo W = II,I;(n—>ioo (ZX) = o0
e 0 Y _ 4x2-1 2 4x2 B
m= “n>]<_>ioo X~ Il&n 2x2+4x ~ WM, 2x2 ™ alll M e 2=2
b= |i i 4x2-1 P lim 4x2-1-4x 2-8x i -8x-1
* 0= ImX—>ioo[y-mX]_ Irnx X+4 X in X —>+o0 2X+4 - II;(n—>ioo 2x+4 ~
3 -8x . _
- I!(—>ioo 2X - III;(n—>ioo (-4) =-4

SEGUNDO METODO
Como se trata de una funcion racional (cociente de polinomios),
puede hallarse la asintota oblicua del siguiente mo do:

4x 2-1 | 2x+4
-4x 2-8x  2x-4
-8x-1
8x+16
15

4x2-1 15 15 15
Y= oxga = 2X4t o = I|m [y-(2x-4)]:

1 4x 2-1~4x 2 y 2x+4~2x en + wyen- oo También puede hacerse sacando factor comin la max
potencia de x en el numerador y en el denominador, simplificando a continuacion. O por
L'Hopital. O haciendo la divisién. Incluso directam ente. Lo mismo puede decirse de los dos
limites siguientes.

2 gx 2-1~4x 2 y2X 2+4x~2x2en+ ocoyen- oo

3 _8x-1~-8x y 2x+4~2x en + oyen- oo

ima



JUNIO DE 2016. PROBLEMABA.

Dada la funcién f, demuestra que existe un valor

ae(-1,1) tal que f( a)=2. Menciona el re-
sultado tedrico empleado y justifica su uso:

T XZ
f(x)=sen (§-x 2)-e (3 PunTO3
Primero derivamos la funcion:

1A
x
N

f'(x)= %-Zx-cos (%x Zj-e x“+sen (

N

-X 2).2)(.3 =

-X 2).6 x2

o en el intervalo abierto (-1,1) tal que f(

E]

N

T 2
= 1IX-COS (f-x Zj-e X“+2x-sen (

* % %

Como la funcion f' satisface las condiciones de la
Darboux, 1 existe

En efecto:
12) f'(-1)<2<f'(1):

propiedad de
o)=2.

o f(-1)=- 7-COS %-e-z-sen %-e:-Ze <2.

e f(1)= m-cos %-e+2-sen %-e:Ze >2.

22) f'es continua en [-1,1]:

e [[1,1] <Dom(f)= Dom(f)=R.

e Sia e[11]:
lim _ f)=lim___ [nx-cos (%x 2)-e X212 sen (%x 2)-6 XZ} =

na-cos [%-a 2)-e %1 2a-sen [%-a Zj-e a® =f'(a)

1se puede también aplicar el teorema de Bolzano a | a funcién auxiliar g(x)=f'(x)-2. Si lo
intentas, veras que no puede aplicarse a la funcion

f el teorema de Lagrange.



