EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A1.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo en los

casos en que es compatible:
(a+Dx—y+(Q—-a)z=a+1
(—a—Dx+@+Dy+@+a-2)z=-1 (3 puntos)
(a+Dx—(a+1Dy+(1—-a?)z=0

Aplicamos el método de Gauss:

a+1 -1 1—a a+1 . a+1 -1 1—a|a+1 5
—-a—-1 a+1 a?+a-2| -1 |~ O a a’-1 a ~
a+1 -—-a-1 1—a? 0 0 —-a a—-a’l-a-1
a+1 -1 1—ala+1 5 a+1=0=>a=-1
~1 0 a a’*—=1| a |24{a=0
0 0 a—-11 -1 a—1=0=>a=1
Estudiamos los distintos casos:
19) Si a = —1, el sistema es compatible indeterminado y la soluciéon depende de un parametro:
0 —1 21 0 . 0 -1 2] 0 ; 0 -1 2] 0
0 -1 oO|—-1|~(0O 0 —2|-1]~|0 0 —2|-1]~-
0 0 —21-1 0 0 —-21-1 0 0 ol 0

xX=a
_>{_y+2220=>{y:2Z21=>{y=1
—2z=-1 z=1/2 = 1/2

1 1 -1 1] 1
0]2lo o0 -1 o
-1 0 0 o0l-1
2 -1 0
0 1 0

2
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0 0 01-1

42) En los demas casos el sistema es compatible determinado:

29) Sia = 0, el sistema es incompatible:

1 -1 1
0 0 -1
0 0 -1

39) Sia = 1, el sistema es incompatible:

(a+DDx—-y+(Q—-a)z=a+1

-1 -1
ay+ (a* -1z =a >z = say=a—-(a—-1@a+1)——=a+a+1>
a—1 a—1
(a—1)z=-1
2a+1 2a+1 -1 a*+2a+1 (a+1)? a+1
=y =— >(@+x=a+1+ +(a—1)a_1= " = =2x=—

123f + 13f; 33f — 19f.
z3af 4 2af,

3 Como no se puede dividir por 0, tenemos que calcular los valores del pardmetro que anulan los coeficientes de las incégnitas
que despejaremos luego (caso 49).

42af —13f,

533f — 2af,




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A2.
Los puntos A(2,—-3,2) y B(0,1,—2) determinan el lado desigual de un triangulo is6sceles que tiene su
tercer vértice en la recta r. Calcula este vértice sabiendo que el 4rea del tridngulo es 18 u?:
x—3 y—4 z-4

2 -1 =2

T (2 puntos)

Si C es el tercer vértice del triangulo, como pertenece alarectar, C(3 + 2a,4 — a,4 — 2a).

C

A M B
Y al equidistar de los otros dos vértices del triangulo:

d(4,0)=dB,0)=>JA+20)2+ (7T—a)2+ (2-2a)2 =3+ 2a)2+ (3—a)? + (6 —2a)?2 =
>1+4a+4a’°+49—14a+a’>+4—8a+4a? =9+ 12a+4a*+9—6a + a* + 36 — 24a + 4a* =
9a? — 18a + 54 = 9a* — 18a + 54
Pero esto significa que todos los puntos de la recta r equidistan de A y B.1

Ahora bien, la longitud de la base del triangulo es:

d(A,B)=J(2-002+(-3-1)2+(2+2)2=V4+16+16=V36=6

Y como su area es 18, su altura mide 6. Pero la altura es el segmento CM, donde M es el punto medio del
segmento AB:

M(1,—1,0)

Por tanto:2

dC,M)=6=>J2+2a0)2+ (G —-a)?+ (4 —2a)2=6=
=>4 +8a+4a®*+25—10a+ a’*+ 16 — 16a + 4a®> =36 >9a*> —18a+9=0>
sa?2-2a+1=0=>(@-1)2?=0>a=1>(C(5,3,2)

1 Eso sucede por estar la recta r en el plano mediador del segmento AB, o sea, el lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de A y B, esto es, en el plano perpendicular a ese segmento en su punto medio.

2 Otra forma de abordar el problema consiste en hallar el plano mediador del segmento ABy calcular su interseccion con la recta
r. Pero al hacerlo resulta que todos los puntos de la recta estan en ese plano, pues satisfacen su ecuacidn, lo que nos obliga a
terminar el problema de la misma manera que antes. También podria calcularse primero el punto € como hemos hecho al final
del ejercicio y comprobar luego que equidista de Ay B.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A3.
Dada la funcién f, demuestra que existe a € (1, e) tal que f'(a) = e + 1. Menciona los resultados tedricos
empleados y justifica su uso:

fx) = (x + ex — )¢/~ (2 puntos)

Como la funcion f'satisface las condiciones del teorema de Lagrange en el intervalo [1, e], existe a € (1, e)
tal que:

fle)—f(1) (e+e*—e)' —(1+e—e)® e*—1 (e+1(e—1)

@) = e—1 e—1 T e—1 e—1

En efecto:

e+1

12) La funcidn fes continua en el intervalo cerrado [1, e]:
e Dom(f) = (;—e,+oo):

x+ex—e>0ox(l+e)>e x>

1+e
e
e [1,e] € Dom(f), yaque — <1.

« La funcidn fes continua en su dominio por ser derivable en él:
e
) = (x+ ex —e)¥/* 3 Inf(x) =;-ln(x+ex—e) =

f'(x) —e e 1+e
= . —_— S

—e-ln(x+ex—e)+ e(l+e)

(x +ex —e)®/*
x? x(x+ex—e) ( )

> () =

22) La funcion f'es derivable en el intervalo abierto (1, e) por ser derivable en su dominio.

1 Aplicamos el método de derivacion logaritmica.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A4.

Encuentra los tres puntos en que se cortan las graficas de las funciones f y g. Calcula el area de la region
del plano encerrada entre ambas graficas:

—2x?
f(x) =1+ cosx gx) = — + 2 (3 puntos)
19) Hallamos primero los tres puntos de corte de ambas graficas:
—2x2 L (k= 0
f(x)=g(x)=>1+cosx = — +2=>3x=nm
X=-n

29) Averiguamos la posicion relativa de ambas graficas en los intervalos (—m, 0) y (0, 7):

x [ f(x) | gx)
—n/2| 1 |3/2
m/2 | 1 |3/2

—2x?
7-[2
3

2 2 i 2 n®
=2] (——Z-x +1—cosx>-dx=2 —— 5 tx—senx =2|—-—-—+m—senn| =
0 T w4 3 o

39) Calculamos el area:

AéZJE[g(x)—f(x)]-dx=2fnl +2>—(1+cosx)l-dx=
X

w2 3

1 Las soluciones se obtienen a ojo.
2Ya que las funciones f'y g son pares; y, por tanto, también g — f.



EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B1.
Calcula los valores del parametro t para que se cumpla la condicién |A - B| = |A + B|, siendo A y B las si-

guientes matrices:
0 0 t—1 t 0 0
A= 0 —t t B=(t+1 t t+1 (2 puntos)

t+1 1-t 1 1 t—1 t+1

|A-B|=|A+B|=|A|l-|B|=|A+B|=>

0 0 t—1 t 0 0 t 0 t—-1
0 —t t t+1 t t+1 t+1 0 2t+1
t+1 1-t 1 1 t—1 t+1 t+2 0 t+2

t+1
t+1

=

=

:>t(t+1)(t—1)~t-|tf1 |=0=>t2(t+1)(t—1)(t2+t—t2+1)=O:>

t=20
=>t2(t+1)2(t—1)=0=>[t=—1
t=1




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B2.
Calcula la ecuacion continua de la recta t sabiendo que pasa por el punto P(1,—2,—1) y que corta a las
siguientes rectas:

(3 puntos)

%]
Il

- {—x+y—z—1=0 x=3 y-1 z+1

3y—2z4+3=0 o 1 -1

Sea i el plano que definen las rectas secantes ry t:

Como el plano m contiene a la recta r, pertenece al haz de planos de arista la recta r:
r=a(-x+y—z—-1)+LBy—-2z+3)=0
Y como P(1,—2,—1) estd en dicho plano, pues es un punto de la recta t, satisface su ecuacién:

a(-1-2+1-1D)+p(-6+2+3)=0>-3a—-F=0=>F=-3a=>

s>a(-x+y—z—-1)—-3aBy—-2z+3)=0>a(-x+y—z—1-9y+62—-9) = 0
=>n=x+8y—-52+10=0
Sea Q el punto de corte de las rectas sy t.
Por ser Q un punto de la recta s:
QB3,1+4-1-2)
Y por estar Q en el plano 7, pues pertenece a la recta t, satisface su ecuacion:?
348(1+1)—-5(-1-2)+10=0=34+84+814+54+51+10=0=>131=-26=21=-2>

x—1 y+2 z+1

1 Como « es distinto de 0, podemos dividir por a. Si a fuese cero, f también lo seria, lo que no puede ser.
2 Para otras formas de resolver este problema ver el ejercicio B2 de junio de 2010.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B3.

Calcula el valor del parametro a para que la siguiente funcidn sea continua en todo R:
log(x?+9) =x<1

flx) = cos %

—a-(l—x) x>1

(2 puntos)

e La funcidn fes continua en (—oo, 1):
lim f(x) = lim log(x? + 9) =log(a® +9) = f(a) Va€ (—x,1)
xX—a xX—a

» La funcidn f'es continua en (1, +00):

cos =X cos 22
2 2

Imf =l a2 -0

= f(a) Va € (1,+)
 Para que la funcién f'sea continua en todo R, debe ser continua también en x = 1:
19) Calculamos el valor de la funcion en el punto x = 1:
f(1) =log10=1
29) Calculamos los limites laterales de la funcién en el punto x = 1:

limf (x) = limlog(x® +9) =log10 = 1

x<1 x<1
cos =2 T sen™t /2
. . 2 1. 72 2 T T
x>1 x>1 a: ( - x) x>1 —a —a a

39) Los limites laterales deben coincidir con el valor de la funcién en x = 1:

T 1 2 T
oa a T a )

1 Como sale la indeterminada 0/0, aplicamos L'Hdpital.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B4.
Demuestra que la siguiente funcion tiene un maximo relativo en el intervalo (—1, 0). Menciona los resulta-
dos tedricos empleados y justifica su uso:

f(x) = cos(mx) - In(x? —3x + 2) (3 puntos)

12) Como la condicién necesaria de extremo relativo es que la derivada valga cero, vamos a calcular f";
aunque antes hallaremos el dominio de f:

e Dom(f) = (—o0,1) U (2, +0):

x?=3x+2=0=>x=

3+4vV9-8 3+1 x=2
= ﬁ{
2 2 x=1
Estudiamos el signodey = x2 —3x +2 = (x — 1)(x — 2):

+ 1 - 2 4

e Dom(f"') = Dom(f):
2x — 3
x?—3x+2

29) Como la funcion f"satisface las condiciones del teorema de Bolzano en el intervalo cerrado [—1, 0],
existe a en el intervalo abierto (—1,0) tal que f'(a) = 0.

f'(x) = —m - sen(mx) - In(x? — 3x + 2) + cos(mx) -

En efecto:

12) La funcidn f"'tiene signos distintos en los extremos del intervalo [—1, 0]:

f'(—l)=—n-0-1n6+(—1)-%5=%>0

-3 3
f'(0)=—7r-0-1n2+1-7=—§<0

22) La funcion f'es continua en el intervalo cerrado [—1, 0]:

2x —3
. ' T e . 2 . —
}cl—rgf(x)_alcl—{% 7 - sen(mx) - In(x* — 3x + 2) + cos(mx) R v——1
= (@) - In(a? — 3a + 2) + cos(ma) - ——2—>_ — f(a) Va€[-1,0
= —m - sen(ma) - In(a a cos(ma) - —m—=——=f(a a € [—1,0]

32) Ahora bien, como f'es continua en a por ser derivable en dicho punto, y f'es positiva a la izquierda y
negativa a la derecha de «a, entonces, por el criterio de la variacion del signo de la primera derivada, f tiene
en dicho punto un maximo relativo.l

1 Puede que la grafica de la funcion f'corte al eje de abscisas en mas de un punto en el intervalo abierto (—1, 0), pero por lo
menos hay uno en el que sucede lo que hemos dicho, que f'es positiva a la izquierda y negativa a la derecha en las proximidades
de ese punto. Es facil verlo.




