EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A1.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo en los

casos en que es compatible:
(a+2)x—y—az=—-a

(—a—2)x+2y+(@*—a)z=3a—-1 (3 puntos)

(a+2)x—2y+ (2 —-2a)z=—-2a

Aplicamos el método de Gauss:
a+2 -1 —a

—a—2 2 a*-a

a+2 =2 2-2a
a+2 -1 —a

~( 0 1 a*-2a

0 0 a*>—3a+2

—a . a+2 -1 —a
3a—1 |~ o0 1 a®—-2a

—2a 0 -1 2-a

—a
2a—1>3
—a

4 \;(a+2=0=>a=-2

2a—1 |- X 3tv9-8 3=*1 {azz
— — = = =

a—1 a—3a+2=0>a 5 2 a=1

Estudiamos los distintos casos:

19) Si a = —2, el sistema es incompatible:
0 -1 2| 2 . 0 -1 2| 2 ; 0 -1 2 2 . 0 -1 2| 2
o 1 8(-5|~(0 O 10|-3|~{0 O 10| -3 ]~{0 0 10|-3
0 0 121-3 0 0 121-3 0 0 1201-30 0 0 o1l 6
29) Sia = 1, el sistema es compatible indeterminado y la solucion depende de un parametro:
3 -1 -1]-1 _ _ x = (2/3)a
3x—y—z=-1 ((Bx—-1—-z—-z=-1 (x=2z/3
(0 I -1 1)_){3;_2:1 :}'{yzl-l—z :>{y=1+z:>{y:1+a
0 0 ol o Z=a

39) Sia = 2, el sistema es incompatible:

4 -1 -2|-2
0 1 0| 3
0 0 ol 1

42) En los demas casos el sistema es compatible determinado:

(a+2)x—y—az=—a - - 1
+a(a—2)z=2a—-1 =z= Sl = Sy =2a—1-a(a—2) s
%/a—l)(a—Z)Z:a—l (a=1(a-2) a—2 7 a—2

a _—a+2+a_ 2 2

:z(a+2)x=—a+a—1+a_2— P R Lt

1af 4 12f;32f — 12f.
23af 4 22f,

3 Como no se puede dividir por 0, tenemos que calcular los valores del parametro que anulan los coeficientes de las incégnitas

que despejaremos luego (caso 49).
428f 4 12f.

532f.10.

633f — 12 - 28f.



EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A2.
Dadas las siguientes rectas, calcula la ecuacion de un plano r paralelo a la recta ry que diste de s 3 unida-
des:

2x+y—2z—1=0 x+2 y-1 z-1

r‘{y+z+1=0 o 1 2 2

(2 puntos)

Un vector direccional de la recta r se obtiene multiplicando vectorialmente los vectores caracteristicos de
los planos que la definen, ya que se trata de dos vectores perpendiculares a r:

-

T ] k .
u=|2 1 —2(=31-2]+2k
0 1 1

El vector direccional de la recta s, el vector v = (1, 2, 2), también es paralelo al plano 7, ya que la recta s
dista 3 unidades de dicho plano, lo que significa que no lo corta, o sea, que es paralela a él.

Por tanto, un vector caracteristico del plano 7 es:
j
-2
2

— —

W=UAD= = —87— 4] + 8k = —4(2T+] — 2k)

_ W =y
NN X

En consecuencia:
n=2x+y—2z+D =0

Ahora bien, como P(—2,1, 1) es un punto de la recta s:

d(s,m) = d(P, 1) = 3 | Z4+1-2+4D1_, ID—5|>D-5=+49=D +9+5=>{D:14
S, ) = , T = = —_ — =T = T
Vi+1+4 D=-4

Existen, pues, dos soluciones:
M =E2x+y—2z+14=0
My, =2x+y—2z—4=0




EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A3.
Calcula la derivada de las siguientes funciones y simplifica el resultado:

B 1 — cos(2x) (K
f(x)=1In Tsen(zo) glx) = (;) (2 puntos)

12)
-1 1 — cos(2x) — 1 — cos(2x) % 1 | 1 — cos(2x)
fG) =1n sen(2x) n( sen(2x) > —2 " sen(2x) =
1 —cos(2x)\"'
oy 1 (W) _ 1 2-sen(2x) -sen(2x) — 2 cos(2x) - [1 —cos(2x)]  sen(2x)
2= T stz 2 sen? (2x) 1—cos(2x)
sen(2x)
_ 2-[sen® (2x) — cos(2x) + cos® (2x)] _ 1 — cos(2x) 1 5
B 2 -sen(2x) - [1 — cos(2x)] ~ sen(2x) - [1 —cos(2x)]  sen(2x) cosec(2x)
22)

—X

glx) = (%) = D) *=xD Ing(x) =x-lnx =

g'(x)
= g(x)

1
=1-lnx+x- ;:g'(x)=(1+lnx)-g(x)=(1+1nx)-xx

1 Aplicamos el método de derivacion logaritmica.




EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A4.

Dada la funcién f, demuestra que existe a € (—1,3) tal que f'(a) = —1/4. Menciona los resultados tedricos
empleados y justifica su uso:

3/3—x

f(x) = [x? +log(x? —2x + )]V ¢ (3 puntos)

Como la funcion fsatisface las condiciones del teorema de Lagrange en el intervalo cerrado [—1, 3], existe
a en el intervalo abierto (—1, 3) tal que:

fR—f(-1) 10°-2' 1-2 1

fleo) === s 4 1

En efecto:
12) La funcidn fes continua en el intervalo cerrado [—1, 3]:

« Por el criterio de la derivada segunda, la pardbolay = x? — 2x + 7 tiene un minimo en x = 1 que vale
y =6:

y=2x—-2=2x—-1)=0=>x=1=>y=6
y'=2>0
e Dom(f) = R:
x2=2x+726>1>log(x>—2x+7)>0>x?+log(x?—2x+7)>0
e La funcidn fes continua en su dominio:

3/3—x

3/3—a
lim f(x) = lim[x? +log(x? = 2x + 7)]V # = [a®+1log(a® —2a+7)]V* =f(a) Va€R
x—-a xX—a

22) La funcion fes derivable en el intervalo abierto (—1, 3):

_ , , Dom(g) =R
eSigx) =x*+log(x*—2x+7)= {g'(x) — o+ (zxxz—_zz))-cl:,;;e = Dom(g") = R
Dom(h) = R
_.\1/3
eSih(x) = = ﬂ{ , 1 [3-x\"2/3 1 1 4 \2/3 '
) R =3 () 7 (-3) =5 (G5) = Domh) =R-(3)

e Como g > 0y, por tanto, Dom(Ing) = R:

f=g"t=et N9 = f = ehng. (h.1ng) :f-[h'-lng+%] = Dom(f") = R — {3}




EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B1.

Resuelve la ecuacién matricial X - A3° = A2° teniendo en cuenta que A es la siguiente matriz:

_ (-1 -1
A—( 1 0) (2 puntos)
Como la inversa de A™ es A™™:
X-AP® =A% (X-A%) A3 =4 A >5X-1=410>)x=4"1
Calculamos la inversa de la matriz A por el método de Gauss-Jordan:
-1 -1j1 0y1,-1 =11 O0y2(-1 0]0 —-1\3¢1 O] O 1 1_( 0 1
(1 Tolo 0o Tl Do 18 7D~ 1l )=a7=(4 2)

Calculamos ahora las sucesivas potencias de la matriz A™1:

= (7 )

e D D=0 -

A3 =44 =1

Por tanto:

X=A10=4331=(43)B3. 4 1=pPB.g41=].41=41= (_(1) .
123f 4 13f,
21af — 2af,

318f - (=1); 22 - (=),




EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B2.
P(1,—-1,1),Q(5,—3,5) yR(7,—7,1) son tres vértices de una cara de un cubo. Calcula las coordenadas del
centro de dicho cubo. (3 puntos)

Averiguamos primero la disposicion de los puntos P, Q y R en la cara del cubo:
[QP] = (—4,2,—4) = |[QP]| =V16 + 4 + 16 =6
[QR] = (2,—4,—4) = |[[QR]| =V4+ 16 + 16 = 6

Por tanto, Py R son vértices opuestos:

P yQ

=

Calculamos un vector perpendicular al plano PQR:

. TJ k . .
w=[0P|A[QR] = |4 7 _a4|=-247-247+12k =-1221+2/—k)
2 —4 —4

Calculamos el mdédulo de este vector:

Wl=12-V4+4+1=12-3=36

Por tanto:

BHo 1 — - - 7

[RS] =g'W=—4l—4j+2k
SiS(x,y,z):

[RS] = (—4,-4,2) > (x—7,y+7,2—1) = (—4,-4,2) > {y+ 7= -4 = 5(3,-11,3)
z—1=2
El centro del cubo es el punto medio del segmento PS:
(1+3 -1-11 1+3) V(2 —6.2
% —
A . (2,—-6,2)

Es facil ver que existen dos cubos que satisfacen las condiciones del problema. El otro es el simétrico res-
pecto del plano PQR del que hemos dibujado. Para calcular su centro, obtenemos primero las coordenadas
del punto S’, el simétrico de S respecto de R: S'(11, —3,—1). Pues bien, el centro del otro cubo es el punto
medio del segmento PS": M'(6,—2,0). También puede calcularse con la ecuacion vectorial [W] = [ﬁ].




EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B3.
Dada la funcidn f, demuestra que existe @ € (1, 3) tal que f(a) = 0. Menciona los resultados tedricos em-
pleados y justifica su uso:

In [x — 1 + sen? (%)]

flx) = (2 puntos)

4x — x2

Como la funcidn fsatisface las condiciones del teorema de Bolzano en el intervalo cerrado [1, 3], existe a
en el intervalo abierto (1, 3) tal que:

fl@=0
En efecto:
12) La funcidn f tiene signos distintos en los extremos del intervalo [1, 3]:

T
ln[0+senzz] _In(1/2) In1-In2 —In2

f = 3 3 3 3

LI e’ 7l _in [23+ 2 ),

22) La funcion f'es continua en el intervalo cerrado [1, 3]:

e [1,3] € Dom(f):

0<x—-1<2
X
1<x<3={m @mx 3m 2 mx 1 ,TX = 0<x—1+sen?—
- <—<—>5—<Lsen— => =< sen*— 4
4 4 4 2 4 2 4

x=0

— x2 = — =
4x — x x(4—x) 0::>{x=4

eVa € [1,3]:

1n[x—1+sen2%] =1n[a—1+sen272—a]

}c%f(x) - ;lcl—r>r(11 4x — x2 4q — a?

= f(a)




EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B4.

Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las funciones f'y g y calcula el area de la region
del plano encerrada entre ambas graficas:

2

f(x)=5—x glx) = >3 (3 puntos)

19) Hallamos primero los puntos de corte de ambas graficas:

2
f(x)=g(x)=>5—x=m:>5x—10—x2+2x=2:>x2—7x+12:0:>

=X

7+ +V49-48 7+1 {x=4
= = =
2 2
22) Averiguamos la posicion relativa de ambas graficas en el intervalo (3, 4):

x [ f0)]9(x)
7/2|3/2 | 4/3

x =3

39) Calculamos el area:

A=f:[f(x)—g(x)]dx=f:(S—x—xiz)dx:ISx—xz—z—Zlnlx—ZI 4=

3

9 9 3
=Q0—8—2m2y—@5—§—2m1)=12—m4—15+§=§—m4



