
EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A1. 
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro real 𝑎 y resuélvelo en los 
casos en que es compatible: 

                                                                  ቐ
(𝑎 + 2)𝑥 − 𝑦 − 𝑎𝑧 = −𝑎

(−𝑎 − 2)𝑥 + 2𝑦 + (𝑎ଶ − 𝑎)𝑧 = 3𝑎 − 1

(𝑎 + 2)𝑥 − 2𝑦 + (2 − 2𝑎)𝑧 = −2𝑎

                                              (3 puntos) 

Aplicamos el método de Gauss: 

൭
𝑎 + 2 −1 −𝑎

−𝑎 − 2    2 𝑎ଶ − 𝑎
𝑎 + 2 −2 2 − 2𝑎

 อ
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൱ ∼
1

൭
𝑎 + 2 −1 −𝑎

0    1 𝑎ଶ − 2𝑎
0 −1 2 − 𝑎

 อ
−𝑎
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൱ ∼
2  

        ∼ ൭
𝑎 + 2 −1 −𝑎

0    1 𝑎ଶ − 2𝑎
0    0 𝑎ଶ − 3𝑎 + 2

 อ
−𝑎

2𝑎 − 1
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൱ →
3

ቊ
𝑎 + 2 = 0 ⇒ 𝑎 = −2

𝑎ଶ − 3𝑎 + 2 = 0 ⇒
 

Estudiamos los distintos casos: 

1º) Si 𝑎 = −2, el sistema es incompatible: 

൭
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൱ ∼
4
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൱ ∼
5
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൱ ∼
6

൭
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0 0 0
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2
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2º) Si 𝑎 = 1, el sistema es compatible indeterminado y la solución depende de un parámetro: 

൭
3 −1 −1
0 1 −1
0 0 0

 อ
−1

1
0

 

 

 

 

 

൱ → ൜
3𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = −1
𝑦 − 𝑧 = 1

⇒ ൜
3𝑥 − 1 − 𝑧 − 𝑧 = −1
𝑦 = 1 + 𝑧

⇒ ൜
𝑥 = 2𝑧 3⁄
𝑦 = 1 + 𝑧

⇒ ൝
𝑥 = (2 3)𝛼⁄

𝑦 = 1 + 𝛼
𝑧 = 𝛼

 

3º) Si 𝑎 = 2, el sistema es incompatible: 

൭
4 −1 −2
0 1 0
0 0 0

 อ
−2

3
1

 

 

 

 

 

൱ 

4º) En los demás casos el sistema es compatible determinado: 

ቐ

(𝑎 + 2)𝑥 − 𝑦 − 𝑎𝑧 = −𝑎

𝑦 + 𝑎(𝑎 − 2)𝑧 = 2𝑎 − 1
(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)𝑧 = 𝑎 − 1

⇒ 𝑧 =
𝑎 − 1

(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)
⇒ 𝑧 =

1

𝑎 − 2
⇒ 𝑦 = 2𝑎 − 1 − 𝑎(𝑎 − 2)

1

𝑎 − 2
⇒ 

⇒ 𝑦 = 𝑎 − 1 ⇒ (𝑎 + 2)𝑥 = −𝑎 + 𝑎 − 1 +
𝑎

𝑎 − 2
=

−𝑎 + 2 + 𝑎

𝑎 − 2
=

2

𝑎 − 2
⇒ 𝑥 =

2

𝑎ଶ − 4
  

  

 
1 2ª𝑓 + 1ª𝑓; 3ª𝑓 − 1ª𝑓. 
2 3ª𝑓 + 2ª𝑓. 
3 Como no se puede dividir por 0, tenemos que calcular los valores del parámetro que anulan los coeficientes de las incógnitas 
que despejaremos luego (caso 4º). 
4 2ª𝑓 + 1ª𝑓. 
5 3ª𝑓 · 10. 
6 3ª𝑓 − 12 · 2ª𝑓. 

 

𝑎 =
3 ± √9 − 8

2
=

3 ± 1

2
⇒ ቄ

𝑎 = 2
𝑎 = 1

 



EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A2. 
Dadas las siguientes rectas, calcula la ecuación de un plano 𝜋 paralelo a la recta r y que diste de s 3 unida-
des: 

                                  𝑟 ≡ ൜
2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 1 = 0
𝑦 + 𝑧 + 1 = 0

                        𝑠 ≡
𝑥 + 2

1
=

𝑦 − 1

2
=

𝑧 − 1

2
                      (2 puntos) 

Un vector direccional de la recta r se obtiene multiplicando vectorialmente los vectores característicos de 
los planos que la definen, ya que se trata de dos vectores perpendiculares a 𝑟: 

𝑢ሬ⃗ = ቮ
𝚤    𝚥 𝑘ሬ⃗

2    1 −2
0    1 1

ቮ = 3𝚤 − 2𝚥 + 2𝑘ሬ⃗  

El vector direccional de la recta s, el vector 𝑣⃗ = (1, 2, 2), también es paralelo al plano 𝜋, ya que la recta 𝑠 
dista 3 unidades de dicho plano, lo que significa que no lo corta, o sea, que es paralela a él. 

Por tanto, un vector característico del plano 𝜋 es: 

𝑤ሬሬ⃗ = 𝑢ሬ⃗ ∧ 𝑣⃗ = ቮ
𝚤 𝚥    𝑘ሬ⃗

3 −2 2
1 2 2

ቮ = −8𝚤 − 4𝚥 + 8𝑘ሬ⃗ = −4(2𝚤 + 𝚥 − 2𝑘ሬ⃗ ) 

En consecuencia: 
𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 + 𝐷 = 0 

Ahora bien, como 𝑃(−2, 1, 1) es un punto de la recta 𝑠: 

𝑑(𝑠, 𝜋) = 𝑑(𝑃, 𝜋) ⇒ 3 =
| − 4 + 1 − 2 + 𝐷|

√4 + 1 + 4
⇒ 9 = |𝐷 − 5| ⇒ 𝐷 − 5 = ±9 ⇒ 𝐷 = ±9 + 5 ⇒ ቄ

𝐷 = 14
𝐷 = −4

 

Existen, pues, dos soluciones: 

𝜋ଵ ≡ 2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 + 14 = 0 

𝜋ଶ ≡ 2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 4 = 0 

  



EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A3. 
Calcula la derivada de las siguientes funciones y simplifica el resultado: 

                                        𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛  ඨ
1 − cos(2𝑥)

sen(2𝑥)
                             𝑔(𝑥) = ൬

1

𝑥
൰

ି௫

                                      (2 puntos) 

1ª) 

𝑓(𝑥) = ln  ඨ
1 − cos(2𝑥)

sen(2𝑥)
= ln ቆ

1 − cos(2𝑥)

sen(2𝑥)
ቇ

ଵ
ଶ

=
1

2
· ln

1 − cos(2𝑥)

sen(2𝑥)
⇒ 

⇒ 𝑓ʹ(𝑥) =
1

2
·

൬
1 − cos(2𝑥)

sen(2𝑥)
൰ '

1 − cos(2𝑥)
sen(2𝑥)

=
1

2
·

2 · sen(2𝑥) · sen(2𝑥) − 2 cos(2𝑥) · [1 − cos(2𝑥)]

senଶ (2𝑥)
·

sen(2𝑥)

1 − cos(2𝑥)
= 

=
2 · [senଶ (2𝑥) − cos(2𝑥) + cosଶ (2𝑥)]

2 · sen(2𝑥) · [1 − cos(2𝑥)]
=

1 − cos(2𝑥)

sen(2𝑥) · [1 − cos(2𝑥)]
=

1

sen(2𝑥)
= cosec(2𝑥) 

2ª) 

𝑔(𝑥) = ൬
1

𝑥
൰

ି௫

= (𝑥ିଵ)ି௫ = 𝑥௫  ⇒
1

 ln 𝑔(𝑥) = 𝑥 · ln 𝑥 ⇒ 

⇒
𝑔ʹ(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 1 · ln 𝑥 + 𝑥 ·  

1

𝑥
⇒ 𝑔ʹ(𝑥) = (1 + ln 𝑥) · 𝑔(𝑥) = (1 + ln 𝑥) · 𝑥௫  

  

 
1 Aplicamos el método de derivación logarítmica. 



EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA A4. 
Dada la función f, demuestra que existe 𝛼 ∈ (−1, 3) tal que 𝑓ʹ(𝛼) = −1/4. Menciona los resultados teóricos 
empleados y justifica su uso: 

                                                             𝑓(𝑥) = [𝑥ଶ + log(𝑥ଶ − 2𝑥 + 7)]
ටଷି௫

ସ

య

                                                   (3 puntos) 

Como la función f satisface las condiciones del teorema de Lagrange en el intervalo cerrado [−1, 3], existe 
𝛼 en el intervalo abierto (−1, 3) tal que: 

𝑓ʹ(𝛼) =
𝑓(3) − 𝑓(−1)

3 − (−1)
=

10଴ − 2ଵ

4
=

1 − 2

4
= −

1

4
 

En efecto: 

1ª) La función f es continua en el intervalo cerrado [−1, 3]: 

• Por el criterio de la derivada segunda, la parábola 𝑦 = 𝑥ଶ − 2𝑥 + 7 tiene un mínimo en 𝑥 = 1 que vale 
𝑦 = 6: 

𝑦ʹ = 2𝑥 − 2 = 2(𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 ⇒ 𝑦 = 6 

𝑦" = 2 > 0 

• 𝐷𝑜𝑚(𝑓) = ℝ: 

𝑥ଶ − 2𝑥 + 7 ≥ 6 > 1 ⇒ log(𝑥ଶ − 2𝑥 + 7) > 0 ⇒ 𝑥ଶ + log(𝑥ଶ − 2𝑥 + 7) > 0 

• La función f es continua en su dominio: 

lim
௫→௔

𝑓(𝑥) = lim
௫→௔

[𝑥ଶ + log(𝑥ଶ − 2𝑥 + 7)]
ටଷି௫

ସ

య

= [𝑎ଶ + log(𝑎ଶ − 2𝑎 + 7)]
ටଷି௔

ସ

య

= 𝑓(𝑎)     ∀𝑎 ∈ ℝ 

2ª) La función f es derivable en el intervalo abierto (−1, 3): 

• Si 𝑔(𝑥) = 𝑥ଶ + log(𝑥ଶ − 2𝑥 + 7) ⇒ ቊ
𝐷𝑜𝑚(𝑔) = ℝ

𝑔ʹ(𝑥) = 2𝑥 +
(ଶ௫ିଶ)·୪୭୥ ௘

௫మିଶ௫ା଻
⇒ 𝐷𝑜𝑚(𝑔ʹ) = ℝ

 

• Si ℎ(𝑥) = ቀ
ଷି௫

ସ
ቁ

ଵ/ଷ

⇒ ൝
𝐷𝑜𝑚(ℎ) = ℝ

ℎʹ(𝑥) =
ଵ

ଷ
· ቀ

ଷି௫

ସ
ቁ

ିଶ/ଷ

· ቀ−
ଵ

ସ
ቁ = −

ଵ

ଵଶ
· ቀ

ସ

ଷି௫
ቁ

ଶ ଷ⁄

⇒ 𝐷𝑜𝑚(ℎʹ) = ℝ − {3}
 

• Como 𝑔 > 0 y, por tanto, 𝐷𝑜𝑚(ln 𝑔) = ℝ: 

𝑓 = 𝑔௛ = 𝑒௛·୪୬ ௚ ⇒ 𝑓ʹ = 𝑒௛·୪୬ ௚ · (ℎ · ln 𝑔)ʹ = 𝑓 · ൤ℎʹ · ln 𝑔 +
ℎ · 𝑔ʹ

𝑔
൨ ⇒ 𝐷𝑜𝑚(𝑓ʹ) = ℝ − {3} 

  



EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B1. 
Resuelve la ecuación matricial 𝑋 · 𝐴ଷହ = 𝐴ଶହ teniendo en cuenta que 𝐴 es la siguiente matriz: 

 𝐴 = ቀ
−1 −1

1 0
ቁ (2 puntos) 

Como la inversa de 𝐴௡ es 𝐴ି௡: 

𝑋 · 𝐴ଷହ = 𝐴ଶହ ⇒ (𝑋 · 𝐴ଷହ) · 𝐴ିଷହ = 𝐴ଶହ · 𝐴ିଷହ ⇒ 𝑋 · 𝐼 = 𝐴ିଵ଴ ⇒ 𝑋 = 𝐴ିଵ  

Calculamos la inversa de la matriz 𝐴 por el método de Gauss-Jordan: 

ቀ
−1 −1 

1 0 
ቚ

1 0
0 1

ቁ ∼
1

ቀ
−1 −1 

0 −1 
ቚ

1 0
1 1

ቁ ∼
2

ቀ
−1 0 

0 −1 
ቚ

0 −1
1 1

ቁ ∼
3

ቀ
1 0 
0 1 

ቚ
0 1

−1 −1
ቁ ⇒ 𝐴ିଵ = ቀ

0 1
−1 −1

ቁ 

Calculamos ahora las sucesivas potencias de la matriz 𝐴ିଵ: 

𝐴ିଵ = ቀ
0 1

−1 −1
ቁ 

𝐴ିଶ = ቀ
0 1

−1 −1
ቁ · ቀ

0 1
−1 −1

ቁ = ቀ
−1 −1

1 0
ቁ = 𝐴 

𝐴ିଷ = 𝐴 · 𝐴ିଵ = 𝐼 

Por tanto: 

𝑋 = 𝐴ିଵ଴ = 𝐴ିଷ·ଷିଵ = (𝐴ିଷ)ଷ · 𝐴ିଵ = 𝐼ଷ · 𝐴ିଵ = 𝐼 · 𝐴ିଵ = 𝐴ିଵ = ቀ
0 1

−1 −1
ቁ 

 

  

 
1 2ª𝑓 + 1ª𝑓. 
2 1ª𝑓 − 2ª𝑓. 
3 1ª𝑓 · (−1);  2ª𝑓 · (−1). 



EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B2. 
𝑃(1, −1, 1), 𝑄(5, −3, 5) y 𝑅(7, −7, 1) son tres vértices de una cara de un cubo. Calcula las coordenadas del 
centro de dicho cubo. (3 puntos) 

Averiguamos primero la disposición de los puntos P, Q y R en la cara del cubo: 

[𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ] = (−4, 2, −4) ⇒ ห[𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ]ห = √16 + 4 + 16 = 6 

[𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ] = (2, −4, −4) ⇒ ห[𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ]ห = √4 + 16 + 16 = 6 

Por tanto, P y R son vértices opuestos: 

Calculamos un vector perpendicular al plano PQR: 

𝑤ሬሬ⃗ = [𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ] ∧ [𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ] = ቮ
𝚤     𝚥    𝑘ሬ⃗

−4 2 −4
2 −4 −4

ቮ = −24𝚤 − 24𝚥 + 12𝑘ሬ⃗ = −12(2𝚤 + 2𝚥 − 𝑘ሬ⃗ ) 

Calculamos el módulo de este vector: 

|𝑤ሬሬ⃗ | = 12 · √4 + 4 + 1 = 12 · 3 = 36 
Por tanto: 

[𝑅𝑆ሬሬሬሬሬ⃗ ] =
1

6
· 𝑤ሬሬ⃗ = −4𝚤 − 4𝚥 + 2𝑘ሬ⃗  

Si 𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧): 

[𝑅𝑆ሬሬሬሬሬ⃗ ] = (−4, −4, 2) ⇒ (𝑥 − 7, 𝑦 + 7, 𝑧 − 1) = (−4, −4, 2) ⇒ ൝
𝑥 − 7 = −4
𝑦 + 7 = −4
𝑧 − 1 = 2

⇒ 𝑆(3, −11, 3) 

El centro del cubo es el punto medio del segmento PS: 

𝑀 ൬
1 + 3

2
,
−1 − 11

2
,
1 + 3

2
൰ → 𝑀(2, −6, 2) 

Es fácil ver que existen dos cubos que satisfacen las condiciones del problema. El otro es el simétrico res-
pecto del plano PQR del que hemos dibujado. Para calcular su centro, obtenemos primero las coordenadas 
del punto Sʹ, el simétrico de S respecto de R: 𝑆ʹ(11, −3, −1). Pues bien, el centro del otro cubo es el punto 
medio del segmento PSʹ: 𝑀ʹ(6, −2, 0). También puede calcularse con la ecuación vectorial [𝑀ʹ𝑀ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ] = [𝑅𝑆ሬሬሬሬሬ⃗ ]. 

 

  

P Q 

R 

S 

Sʹ 



EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B3. 
Dada la función f, demuestra que existe 𝛼 ∈ (1, 3) tal que 𝑓(𝛼) = 0. Menciona los resultados teóricos em-
pleados y justifica su uso: 

                                                                𝑓(𝑥) =
ln ቂ𝑥 − 1 + senଶ ቀ

𝜋𝑥
4

ቁቃ

4𝑥 − 𝑥ଶ
                                                            (2 puntos) 

Como la función f satisface las condiciones del teorema de Bolzano en el intervalo cerrado [1, 3], existe 𝛼 
en el intervalo abierto (1, 3) tal que: 

𝑓(𝛼) = 0 

En efecto: 

1ª) La función f tiene signos distintos en los extremos del intervalo [1, 3]: 

𝑓(1) =
ln ቂ0 + senଶ 𝜋

4
ቃ

3
=

ln(1 2⁄ )

3
=

ln 1 − ln 2

3
=

− ln 2

3
< 0 

𝑓(3) =
ln ቂ2 + senଶ 3𝜋

4
ቃ

3
=

ln ቂ2 +
1
2

ቃ

3
=

ln(5 2⁄ )

3
> 0 

2ª) La función f es continua en el intervalo cerrado [1, 3]: 

• [1, 3] ⊂ 𝐷𝑜𝑚(𝑓): 

1 ≤ 𝑥 ≤ 3 ⇒ ቐ

0 ≤ 𝑥 − 1 ≤ 2

𝜋

4
≤

𝜋𝑥

4
≤

3𝜋

4
⇒

√2

2
≤ sen

𝜋𝑥

4
⇒

1

2
≤ senଶ

𝜋𝑥

4

ቑ ⇒    0 < 𝑥 − 1 + senଶ
𝜋𝑥

4
 

4𝑥 − 𝑥ଶ = 𝑥(4 − 𝑥) = 0 ⇒ ቄ
𝑥 = 0
𝑥 = 4

 

• ∀𝑎 ∈ [1, 3]: 

lim
௫→௔

𝑓(𝑥) = lim
௫→௔

ln ቂ𝑥 − 1 + senଶ 𝜋𝑥
4

ቃ

4𝑥 − 𝑥ଶ
=

ln ቂ𝑎 − 1 + senଶ 𝜋𝑎
4

ቃ

4𝑎 − 𝑎ଶ
= 𝑓(𝑎) 

 

 

  



EXAMEN ORDINARIO DE 2019. PROBLEMA B4. 
Encuentra los dos puntos en que se cortan las gráficas de las funciones f y g y calcula el área de la región 
del plano encerrada entre ambas gráficas: 

                                                            𝑓(𝑥) = 5 − 𝑥                             𝑔(𝑥) =
2

𝑥 − 2
                                          (3 puntos) 

1º) Hallamos primero los puntos de corte de ambas gráficas: 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒ 5 − 𝑥 =
2

𝑥 − 2
⇒ 5𝑥 − 10 − 𝑥ଶ + 2𝑥 = 2 ⇒ 𝑥ଶ − 7𝑥 + 12 = 0 ⇒ 

⇒ 𝑥 =
7 ±  √49 − 48

2
=

7 ± 1

2
⇒ ቄ

𝑥 = 4
𝑥 = 3

 

2º) Averiguamos la posición relativa de ambas gráficas en el intervalo (3, 4): 

𝑥 𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 
7 2⁄  3 2⁄  4 3⁄  

3º) Calculamos el área: 

𝐴 = න [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = න ൬5 − 𝑥 −
2

𝑥 − 2
൰ 𝑑𝑥 = ቈ5𝑥 −

𝑥ଶ

2
− 2 ln|𝑥 − 2|቉

ସ

ଷ

ସ

ଷ ଷ

ସ

= 

= (20 − 8 − 2 ln 2) − ൬15 −
9

2
− 2 ln 1൰ = 12 − ln 4 − 15 +

9

2
=

3

2
− ln 4 

 

 

 

 

 


