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Estudio del movimiento

1. Concepto de movimiento

La rama de la Fisica que estudia el movimiento sin atender a las causas que lo pro-
vocan se llama Cinematica.

Para facilitar el estudio del movimiento de los cuerpos, consideraremos a éstos
como moviles puntuales (o particulas); esto es, objetos que se pueden represen-
tar mediante un punto”.

Fisicamente un objeto se encuentra en movimiento respecto a otro cuando cambia
de posicion respecto a él; en caso contrario, decimos que estd en reposo.

El movimiento es pues un concepto relativo porque un objeto puede moverse res-
pecto a otro y estar en reposo en relacién a un tercero; por ejemplo, el conductor
de un automdvil se encuentra en reposo respecto al volante y se mueve respecto
al asfalto. El estado de reposo o de movimiento de un cuerpo depende del objeto
de referencia elegido; por ello decimos que el movimiento es relativo: no existe el
movimiento absoluto.

El punto del objeto de referencia respecto al que se describe un movimiento parti-
cular recibe el nombre de punto de referencia. Para fijar la posicion de una parti-
cula respecto al punto de referencia se necesita un sistema de coordenadas locali-
zado en ese punto, que recibe el nombre de sistema de referencia’. Si la particula
se mueve en una recta es suficiente un Unico eje para fijar su posicidn, que viene
determinada por una Unica coordenada. Cuando el movimiento tiene lugar en el
plano son necesarios dos ejes, de modo que la posicidon se determina por dos
coordenadas. Por ultimo, si el movimiento es en el espacio hacen falta tres ejes y
la posicidén se precisa con tres coordenadas.

Las magnitudes que se utilizan para describir el movimiento de los cuerpos son:
posicion, desplazamiento, velocidad, aceleracion y tiempo.

El lugar geométrico de las sucesivas posiciones que ocupa una particula en su mo-
vimiento a lo largo del tiempo define una linea denominada trayectoria.

El movimiento de una particula queda completamente descrito cuando se conoce
su posicion en funcién del tiempo respecto a un sistema de referencia dado. Co-
nocida la posicion en funcién del tiempo, podemos averiguar todo lo que desee-
mos.

2. Movimiento rectilineo

Los movimientos mas sencillos de describir son los rectilineos; es decir, los que
Ilevan trayectorias rectas. Sin embargo, dentro de esta limitacién podemos consi-
derar una amplia gama de situaciones reales: el movimiento de un electrén en un
tubo de rayos catddicos, el deslizamiento de un disco de hockey en una superficie
de hielo, la caida de una piedra, etc.

"La particula no es mds que un modelo que facilita el estudio del movimiento.

2 . . . .

En realidad, el conjunto de todos los sistemas de coordenadas que se encuentran en reposo relati-
vo representan el mismo sistema de referencia; esto se debe a que el movimiento de una particula
que se observa desde cada uno de ellos es el mismo, aunque la posicion cambie de uno a otro.
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En adelante, mientras no se diga lo contrario, supondremos que la particula movil
se mueve a lo largo del el eje OX del sistema de coordenadas elegido.

0__

=

><V

2.1. Desplazamiento y velocidad

2.1.1. Desplazamiento

La figura muestra una particula movil® que esta en la posicidn x, en el instante t, y
en la posicién x en el instante t. La variacion de la posicion de la particula en el
intervalo® At=t—t, es Ax=x—x,, que recibe el nombre de desplazamiento.
Observa que,

Ax>0 si x>x, Yy Ax<0 si x<Xx,.

De la figura se deduce que si Ax>0, el movil se mueve (globalmente) en el senti-
do en el que se ha orientado en eje; decimos entonces que el movimiento tiene
lugar en el sentido positivo del eje. Por el contrario, si Ax<0, el movimiento es
opuesto y decimos que tiene lugar en el sentido negativo del eje.

Observa que la posicidn de la particula cambia a medida que se mueve a lo largo
del eje OX. Es decir, la posicidon es una funcion del tiempo y se escribe como x(t).

2.1.2. Velocidad

Un concepto basico en el estudio de la Cinematica es el de rapidez. Sabemos que
si dos objetos mdviles parten del mismo punto en el mismo instante y siguen el
mismo camino, llegard mas lejos, en el mismo tiempo, el que se mueva con mayor
rapidez. Para medir la rapidez de un movil se introduce el concepto de velocidad.

Se define la velocidad media (v,,) de la particula en un intervalo de tiempo At co-
mo el cociente entre el desplazamiento efectuado y el intervalo de tiempo em-
pleado; es decir,
Ax  x—Xxq
Vm = —_—=
At t-t,

La velocidad media puede ser positiva o negativa. Un valor positivo indica un mo-
vimiento global en el sentido positivo del eje y uno negativo revela un movimien-
to en sentido opuesto. De la definicion se desprende que la unidad de la velocidad
enel Sl es el m/s.

La interpretacion del cociente anterior nos lleva a afirmar que velocidad media es
el desplazamiento medio realizado por unidad de tiempo en el intervalo At, que es
una medida de la rapidez media con la que se desplaza la particula; esto es, de la
rapidez media con la que cambia su posicion.

Para entender esto supongamos un movil que recorre 9 m en 3 s; su velocidad
media en ese intervalo es pues de 3 m/s, lo que no significa que haya recorrido 3
m cada segundo, sino que por término medio se ha desplazado 3 m cada segundo.
Pudiera ser que hubiese recorrido 1 m en el primer segundo, 6 m en el segundo y

Designaremos por ty al instante en el que se empieza a contar el tiempo (instante inicial) y por x, a
la posicion de la particula en dicho instante (posicion inicial).

4 e . , . .2 .
Es costumbre utilizar la letra griega A (delta mayuscula) para representar la variacién (o incremen-
to) de una magnitud; asi pues, la variacidn de x se escribe Ax.
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2 men el tercero, cuyo valor medio es 3.

La velocidad media no informa sobre la rapidez de un movimiento en un instante
particular. Interesa pues introducir una nueva magnitud, que llamaremos veloci-
dad instantdnea, que lo haga.

La velocidad media hallada en un intervalo de tiempo At a partir de un instante
particular t mide la rapidez media durante dicho intervalo. Entonces, si queremos
obtener informacién sobre la rapidez en el instante t, parece razonable calcular la
velocidad media, a partir de t, en un At tan pequefio como sea posible. Cuanto
menor sea At, mas proximo estara el valor hallado al de la medida de la rapidez en
el instante t. La dificultad que se plantea es que por muy pequeiio que sea At
siempre existe otro menor; por lo que el cociente Ax/At nunca alcanza la medida
de la rapidez en el instante t.

El problema de cémo calcular el cociente Ax/At para un At muy pequefio, de mo-
do que exprese exactamente la medida de la rapidez en el instante t, se puede
resolver mediante lo que los matematicos denominan proceso de paso al limite,
como vamos a comprobar con el ejemplo que se describe a continuacién.

Dejemos caer libremente una bola de acero desde una altura de 8 m y midamos
los desplazamientos a partir de un instante particular t, por ejemplo 0,5 s, en in-
tervalos de tiempo cada vez mas pequeiios. La tabla recoge los intervalos de tiem-
po, los desplazamientos correspondientes y la velocidad media en cada intervalo.

At(s) 0,40 | 0,25 | 0,10 | 0,05 0,02 | 0,01 | 0,001 | 0,0001
Ax(m) | 280 | 1,56 | 0,55 | 0,26 0,10 | 0,05 | 0,005 | 0,0005
Vm(m/s) | 7,00 | 6,24 | 550 | 5,25 510 | 5,05 | 5,005 5,0005

Se ve que, a medida que At se hace menor, la velocidad media se aproxima cada
vez mas a 5 m/s. Por lo tanto, esta claro que el valor limite al que tiende el cocien-
te Ax/At cuando At se aproxima a cero® es 5; es decir, por muy pequefio que sea
At, el cociente Ax/At (obtenido a partir del instante t = 0,5 s) nunca puede ser in-
ferior a cinco. Los matematicos llaman a este valor limite, derivada de la funcién
x(t) respecto a ty se puede expresar de cualquiera de las siguientes formas,

, . Ax dx
X'(t)= lim —=—
At—>0 At dt

dt (leido diferencial de t) representa un intervalo de tiempo mas pequeio que
cualquier otro que podamos imaginar y dx (leido diferencial de x) representa el
desplazamiento (también més pequefio que cualquier otro®) efectuado por la
particula en dt. Podemos interpretar al limite del cociente anterior (es decir, a la
derivada) como el cociente entre dx y dt.

Observa que la derivada de la posicion de la particula respecto al tiempo en un
instante particular t es realmente una medida de la rapidez con que cambia su po-
sicidn en ese instante.

5 . sas . ,

En el lenguaje matematico esto se escribe asi, At — 0.

6 . . . . ~ . . o]
Estas variaciones o incrementos mas pequefios que cualquier otro reciben el nombre genérico de
infinitesimales.
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Se define la velocidad instantdnea (v) de la particula en un instante particular t

como la derivada de la posicidon respecto al tiempo en ese instante; esto es,
. A dx

v=lim —=—

At—0 At dt

En adelante, cuando se hable de velocidad se entendera que es la instantanea.

2.1.3. Interpretacion geométrica de la velocidad

La figura muestra la grafica x/t de un movimiento que efectda un desplazamiento
Ax=x—x, en un intervalo de tiempo At=t—t,. El eje de abscisas representa
tiempos y el de ordenadas posiciones. La recta r es la secante a la grafica entre los
instantes ty y t, y la tangente del angulo a es, por definicion, la pendiente (m) de
la recta, entonces,

X—X
m=tana = =—

Puesto que v,, =Ax/At, se deduce que,
Vv, =m=tana
por lo tanto, podemos interpretar geométricamente a la velocidad media en el in-

tervalo At=t—t, como la pendiente de la recta secante a la grdfica x/t entre los
instantes ty y t.

Abordemos ahora la velocidad instantanea. En la figura se observa que a medida
gue se consideran intervalos de tiempo menores ( At, At’, At" ---), los desplaza-
miento son también mas pequenos (Ax, Ax’, Ax",---) y las sucesivas secantes
(r',r', r",---) se aproximan mas a la recta tangente a la grafica en el instante t,
(r, ). De modo que en el limite, cuando At — 0, se confunde con ella. Asi que,

AV ¢
m=tana = lim —
At—0 At

Ahora bien, como, por definicidn, la velocidad instantanea es,

. Ax
v=lim —
At—0 At

se obtiene al comparar las dos ecuaciones que,
v=m=tana

por lo que, desde el punto de vista geométrico, la velocidad en un instante particu-
lar es la pendiente de la recta tangente a la grdfica x/t en ese instante’.

2.1.4. Interpretacion fisica de la velocidad

Sea un movimiento cuya representacion grafica x/t es una linea recta, como refle-
ja la figura. Ahora la tangente a la grafica en cualquier instante es la misma y coin-
cide con la recta que representa al movimiento. Por lo tanto, la pendiente de la
recta tangente es constante y su valor en un intervalo de tiempo At en el que la
particula ha efectuado un desplazamiento Ax es,

"por analogia se deduce que cualquier magnitud definida como la derivada de otra respecto al tiem-
po tiene una interpretacion geométrica andloga a la de la velocidad.
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Ax
m=tana =— =cte
At
Como v=tana y v, :Ax/At tenemos, al combinar las ecuaciones, que,

Ax
v=v, =—=cte
At

La velocidad instantdnea es constante y coincide con la media® cuando la repre-
sentacion grafica x/t es una linea recta. Este tipo de movimiento rectilineo se lla-
ma uniforme.

El hecho de que el cociente Ax/At sea constante significa que el desplazamiento
y el tiempo son directamente proporcionales.

Para entender el significado fisico de la velocidad cuando es constante, despeje-
mos Ax en la ecuacion v:Ax/At:cte y hagamos At =1,

Ax=vAt=vxl=v=cte
por lo que la velocidad instantdnea (cuando es constante) es el desplazamiento
(constante) efectuado en una unidad de tiempo. (Pl)
Por ejemplo, si una particula mantiene su velocidad constante e igual a 5 m/s,
significa que recorrera 5 m cada segundo.

Para entender el significado fisico de la velocidad instantdnea cuando cambia de
un instante a otro, supongamos que la velocidad de una particula en un instante
particular t es, por ejemplo, de 10 m/s. Hagamos la siguiente pregunta: ¢qué ocu-
rriria si mantuviera esa velocidad constante? La respuesta, de acuerdo con el pa-
rrafo anterior, es clara: a partir del instante t recorreria 10 m cada segundo. Asi
pues, concluimos que, la velocidad en un instante dado t es el desplazamiento que
se efectuaria, a partir de t, en una unidad de tiempo, si dicha velocidad permane-
ciera constante; es decir, si el desplazamiento fuera proporcional al tiempo. (PIl)

En muchos textos de Fisica se puede encontrar la siguiente definicién de veloci-

dad: desplazamiento realizado (o distancia recorrida®) por unidad de tiempo.

Esta definicidn es correcta y no se contradice con lo que se ha visto, simplemente

tiene dos interpretaciones posibles:

a) Si la velocidad es constante, tiene el significado del parrafo. (PI)

b) Si la velocidad no es constante, la definicion se refiere a un instante particular t
y tiene el significado del parrafo. (Pll)

Hay muchas magnitudes fisicas (ademas de la velocidad) que se definen como la

derivada de otra magnitud respecto al tiempo, por lo que se pueden interpretar de

forma andloga a ella. Dos de éstas son la aceleracion (que vamos a ver en el si-

guiente punto) y la potencia.

El trabajo realizado por una fuerza es una magnitud que depende del tiempo. Su

derivada respecto a éste en un instante particular es la potencia y, de acuerdo con

8Esto es andlogo a la altura de un conjunto de individuos. Si todos son iguales, la altura media del
conjunto coincide con la de cada uno de ellos.

°A veces en la definicién aparece distancia en lugar de desplazamiento, que no es lo mismo. La dis-
tancia siempre es positiva mientras que el desplazamiento puede ser positivo o negativo. Por lo
tanto, la distancia recorrida por unidad de tiempo no es exactamente la velocidad, sino su valor ab-
soluto que se llama celeridad y que, al ser positiva, no informa del sentido del movimiento.
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el significado de derivada, mide la rapidez con la que la fuerza realiza el trabajo en
ese instante; esto es, expresa el trabajo realizado por unidad de tiempo.

2.2. Aceleracion

Ya que la velocidad de un mévil puede variar, parece légico introducir una nueva
magnitud que mida la rapidez de dichos cambios; esta magnitud recibe el nombre
de aceleracion. Un movimiento se denomina variado cuando su velocidad cambia;
si el valor absoluto de v (esto es, la celeridad) aumenta, se dice que es un movi-
miento acelerado y si disminuye, que es decelerado.

Queremos que la aceleracion mida la rapidez con la que cambia la velocidad, al
igual que la velocidad mide la rapidez del cambio de la posicién (es decir, del des-
plazamiento). Por lo tanto, hay que definirla de forma analoga a la velocidad, sin
mas que sustituir “posicion” por “velocidad”. Los resultados y las interpretaciones
obtenidos para la velocidad se pueden aplicar a la aceleracién, cambiando “posi-
cion” por “velocidad”.

v

Sea una particula que se mueve en el eje OX de un sistema de coordenadas y que
lleva una velocidad inicial v, en el instante inicial t, y una velocidad v en otro ins-
tante t (ver figura).

Se define la aceleracion media (a,,) de la particula en un intervalo de tiempo At
como el cociente entre la variacion de la velocidad Av y el intervalo de tiempo em-
pleado; es decir,

_Av_v—y, {am>0$lv>v0

a,=— .
At t—t, a, <0siv<y,

por lo que el signo de a,, indica si, globalmente, la velocidad aumenta o disminu-
ye. De la definicién se deduce que la unidad de la aceleracién en el Sl es el m/s”.

Aplicando los resultados y las interpretaciones obtenidos para la velocidad media
a la aceleracién (cambiando “posicidn” por “velocidad”) se concluye que:

a) La aceleracion media en un intervalo At es la variacion media de la velocidad

por unidad de tiempo en ese intervalo, que es una medida de la rapidez media
del cambio de velocidad.
Ejemplo, supongamos que un movil, cuya velocidad en el instante t =5 s es 10
m/s, lleva una aceleraciéon media de 3 m/s* durante 2 s. Esto significa que su
velocidad aumenta por término medio en 3 m/s cada segundo; es decir, que
su velocidad en el instante t=5+1+1=7s es v=10+3+3=16 m/s. Lo que
no quiere decir la velocidad haya variado exactamente en 3 m/s cada segun-
do. Puede ocurrir, por ejemplo, que aumente en 4 m/s el primer segundo y en
2 m/s el segundo; ya que el valor medio es 3.

b) Podemos interpretar geométricamente a la aceleracion media en el intervalo
At =t —t, como la pendiente de la recta secante a la grdfica v/t entre los ins-

tantes ty y t. O sea, (ver figura),

V—V
m=tang=——=—=a
t
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Al igual que ocurria con la velocidad, la aceleracién media no informa de la rapi-
dez del cambio de la velocidad en un instante particular. Siguiendo un proceso
analogo al desarrollo en el estudio de la velocidad, concluimos que para conocer
la rapidez del cambio de la velocidad en un instante t, hemos de calcular el limite
de la velocidad media cuando At — 0 en el instante t; esto es, la derivada de la
velocidad respecto al tiempo.

Se define la aceleracion instantdnea (a) de la particula en un instante particular t
como la derivada de la velocidad respecto al tiempo en ese instante; esto es,

At—0 At dt

En adelante, cuando se hable de aceleracion se entenderd que nos referimos a la
instantanea.

Aplicando los resultados y las interpretaciones obtenidos para la velocidad instan-
tanea a la aceleracion (cambiando “posicidén” por “velocidad”) se concluye que:

a) La aceleracion en un instante particular t es la variacion que experimentaria
la velocidad del movil, a partir de t, en una unidad de tiempo, si dicha acelera-
cion permaneciera constante e igual a la del instante t; es decir, si la variacion
de la velocidad fuera proporcional al tiempo. (PIIl)

b) Geométricamente, la aceleracion en un instante t es la pendiente de la recta
tangente a la grdfica v/t en ese instante (ver figura).

c¢) En el caso particular de que la aceleracién sea constante en un intervalo de
tiempo At, se cumple que,

dv Av
a=—=—=a,, =cte
at At

por lo que la aceleracidon instantanea coincide con la media. Asi que, cuando

la aceleracién es constante, tenemos que,

e La variacion de la velocidad y el tiempo son directamente proporcionales
(va que su cociente es constante).

e Fisicamente la aceleracion es el cambio constante de la velocidad efec-
tuado en cada unidad de tiempo. (PIV)

Por ejemplo, sea un mévil que en el instante t = 5 s lleva una velocidad de 4

m/s y que su aceleracién es constante e igual a 2 m/s°. Esto significa que su

velocidad serd de 6 m/sen el instantet=6s,de8m/sent=7s, ...

d) Podemos definir con palabras la aceleraciéon como la variacion de la velocidad
por unidad de tiempo. Esta definicidn tiene el significado del parrafo (PIV) si la
aceleracién es constante y el significado del (Plll) si no lo es.

e) Laderivada dv/dt en un instante particular t se puede interpretar como el co-
ciente entre la variacién infinitesimal que experimenta la velocidad (dv) y el
intervalo de tiempo, también infinitesimal (dt) a partir de t, en el que se pro-
duce esa variacion.

De las definiciones de velocidad y aceleracién se deduce que el movimiento es
acelerado si los signos de a y de v son iguales, mientras que es decelerado si son
distintos.
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3. Algunos movimientos rectilineos importantes

Como ya se ha mencionado, el movimiento de una particula queda descrito cuan-
do se conoce la posicidn de la misma en funcién del tiempo. Si el movimiento se
da en el eje OX, la ecuacidn que lo describe es de la forma, x =x(t).

3.1. Rectilineo uniforme (MRU)

El movimiento rectilineo mas sencillo es el que mantiene constante la velocidad,
por lo que no existe aceleracién. En este caso (ver figura), si la particula estd en el
punto xo en el instante ty y en el punto x en t, tenemos, al ser v = cte, que,
. dx _ Ax _ X=X
dt At t-t,

y despejando la posicién x, se llega a,

|x=x0 +v(t—t0)‘

que es la ecuacion del MRU. Si convenimos en “poner a cero” nuestro reloj cuan-
do empezamos a contar el tiempo, entonces t, =0 y la ecuacidn se simplifica a,

W

Si v>0= x>x,, el moévil se mueve en el sentido positivo del eje; si, por el con-
trario, v<0 = x<x,, el mévil se mueve en el sentido negativo.

La ecuacidn (1) es la de la recta, por lo que la gréfica que se obtiene al representar
x en funcién de t es una recta, como se ve en la figura.

En el caso de que el movimiento tuviera lugar en el eje OY, las ecuaciones serian,

|y=yo+v(t—t0)‘ y ‘y=y0+vt‘

3.2. Rectilineo uniformemente variado (MRUV)

Describiremos ahora el movimiento rectilineo con aceleracidn constante en el
tiempo.
Supongamos que la particula de la figura lleva una velocidad inicial v, en el instan-
te inicial t, y que alcanza una velocidad v en el instante t. Puesto que la acelera-
cién es constante, tenemos que,
a_dv_Av_v—vo
dt At t-t,

y despejando v, se obtiene,

|v=v0 +a(t—t0)‘

gue es la ecuacién que expresa la velocidad en funcién del tiempo. Si, como he-
mos hecho en el MRU, convenimos en “poner a cero” nuestro reloj cuando em-
pezamos a contar el tiempo, entonces t, = 0 y la ecuacion se reduce a,

@
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De la ecuacidn se deduce que si v y a tienen el mismo signo en un instante parti-
cular, la celeridad (el valor absoluto de v) aumenta y el movimiento es acelerado.
Si tienen signos opuestos, la celeridad disminuye y el movimiento es de celerado.

La representacion de v frente a t es una linea recta porque la ecuacién (2) es la de
la recta. El valor de la ordenada (si t, = 0) representa el valor de vy, como se ilustra
en la figura. En este caso, al ser Av directamente proporcional a At, la velocidad
media de la particula se da exactamente en el instante intermedio entre ty y ty es
igual al valor medio de las velocidades en dichos instantes; o sea,
Vi =(v+vg)/2
despejando v de la ecuacion y combindndola con la de la velocidad instantanea,
v=2v,, -V,
= vy +at=2v,, vy =V, =V, +%at
v=vy+at
y usando la ecuacion que define la velocidad media, para ty = 0, se tiene que,
Vp, =V +%at X=X,
V,, =Ax/At =(x—x,)/t

=V, +%at

por lo que, despejando x, se llega a,

X=X, +Vot +%2at?| (3)

gue es la ecuacién del MRUV en el caso particular de que to = 0.

Si el movimiento tiene lugar en eje OY, la ecuacion seria,

y =y, +Vot +¥2at’

La ecuacién del movimiento es la de una parabola, por lo tanto, la representacién
grafica de la posicidn frente al tiempo es una parabola®®, como se ve en la figura.

La interpretacion geométrica de la derivada da informacion adicional del movi-
miento a partir de la representacidn grafica x/t. Por ejemplo, vemos en la figura
gue la pendiente de la recta tangente a la gréfica es mayor al aumentar el tiempo,
lo que significa que la velocidad aumenta; es decir, que se trata de un movimiento
acelerado.

Al despejar t en la ecuacion de la velocidad, se obtiene,
t=(v—vy)/a

gue expresa t en funcion de v y a. Llevando este valor de t a la ecuacion del mo-
vimiento, tenemos,

2 2 2 2
vV—v 1 (v-v VoV —V, 1(vi—-2vv+v
°J+—a(—°j =x0+( 0 °)+—( oV Vo)

X=Xq+V
0™V
( 2 a a 2 a

pasando X y a al primer miembro y recordando que Ax =x—x,,
1 v vo 1
aAx = (Vv —V3)+= (v —2vgv+v3) = Wl —VE +—— Wl +—2 == (v2 V2
oy —v3)+3 (V" ~2voy +v3) = B Vg + = W +2> = (V' -5

por lo que, finalmente, queda,

10 . . . .
En realidad una rama de parabola, pues t sélo puede tomar valores positivos.

-11-

v

v



Luis A. Cordon Monton — IES “Sancho Ill el Mayor” (Tafalla)

v —vé =2aAx

que expresa x en funcién de v y de a, y que resulta util en los problemas cuando
no se da el tiempo en forma explicita.

Si el movimiento se diera en el eje OY, la ecuacién hallada se escribiria como,

v —v(z) =2aAy

Movimiento de caida y ascenso libres

Un MRUV particularmente importante es la caida (o ascenso) libre de un objeto
gue estd cerca de la superficie terrestre; su aceleracidn, provocada por la fuerza
de la gravedad, es constante y su valor absoluto (que se representa por la letra g)
es aproximadamente g = 9,81 m/sz.

Hagamos que el movimiento tenga lugar en el eje OY de un sistema de coordena-
das y orientemos éste hacia arriba, como se ve en las figuras. De la ecuacion de la
velocidad se obtiene que,

v—v, Av
V::V04-at = a::——;——:-?—

Observa que en el movimiento de ascenso (figura a) v y vy son positivas porque la
particula se mueve en el sentido del eje, mientras que v<v, = Av<0 = a<0.

Por su parte en el movimiento de caida (figura b) v y v, son negativas porque el
movimiento se da en sentido opuesto, por lo tanto v <y, M — Av<0 = a<0.

Si designamos por la letra g al valor absoluto de la aceleraciéon de la gravedad; es-
to es, al valor de la gravedad sin el signo, tenemos que,

a=-g = |[v=vy—gt| |y=y,+vet—1at?| y |v’—v5=-2gAy

gue son las ecuaciones del movimiento de la caida y del ascenso libres.

4. Ley horaria de un movimiento

La figura muestra la trayectoria de una particula mévil que lleva un movimiento

curvilineo. Para determinar su posicién, sobre la propia trayectoria, respecto a un

punto de referencia de la misma O, se procede igual que en los ejes coordenados:

a) Ya que la trayectoria se puede recorrer en dos sentidos, se elige uno de ellos
como positivo (se indica con una punta de flecha).

b) La posicién de un punto P en la trayectoria, que se representa con la letra s,
gueda determinada por la distancia de P, medida sobre la trayectoria, a O con
signo positivo si P esta en el lado positivo y con signo negativo en caso contra-
rio. En el ejemplo de la figura, s> 0.

Puesto que la velocidad instantanea (v) se define como la derivada de la posicion
respecto al tiempo, tenemos para un movimiento curvilineo particular,

v=ds/dt

11 , . . ,
Esto es asi porque las velocidades son negativas y, en la caida, su valor absoluto aumenta. Obser-
va, por ejemplo, que —6 > —9.

-12-
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que tiene el mismo significado que la del movimiento rectilineo; es decir, expresa
el desplazamiento realizado por la particula a lo largo de la trayectoria por unidad
de tiempo en un instante particular t, que es una medida de su rapidez en ese ins-
tante. Esta velocidad, que no informa de la direccion del movimiento, se denomi-
na a veces velocidad escalar.

Sea una particula que se mueve siguiendo la trayectoria curvilinea, tal y como
muestra la figura. Supongamos que su posicidon sobre la trayectoria es sy en el
instante t, y s en el instante t; entonces, el desplazamiento realizado a lo largo de
la trayectoria” en el intervalo At=t—t, hasido As=s—s,.

Si el desplazamiento realizado es directamente proporcional al tiempo, podemos
aplicar las ecuaciones del MRU sustituyendo x 6 y por s; por lo tanto,

s=sy+Vv(t—ty) y Ss=s,+vt

Asi mismo, si la velocidad varia pero su cambio es proporcional al tiempo, pode-
mos aplicar las ecuaciones del MRUV; entonces,

2

V=vy+at; s=so+vet+¥eat’ y v —vi=2aAs

Observa que las ecuaciones en s expresan la posicién de la particula sobre la tra-
yectoria en funcidn del tiempo; o sea, s = s(t). No obstante, hay una diferencia
importante entre estas ecuaciones y sus andlogas de los movimientos rectilineos
en ejes coordenados. En efecto, cuando el movimiento tiene lugar en un eje de
coordenadas, la direccién del mismo y su trayectoria estan ya fijados. El signo de
la velocidad indica el sentido del movimiento y la ecuacion x = x(t) (6 y = y(t)) de-
termina la posicidn de la particula respecto al origen del sistema de coordenadas.
En el caso que nos ocupa, la ecuacion s = s(t) determina la posicién de la particula
respecto al punto O medida a lo largo de la trayectoria y si estd en la parte positi-
va o negativa de la misma. Si no conocemos de antemano la trayectoria del movil,
no tiene utilidad alguna, puesto que no determina la posicidn de la particula res-
pecto de un sistema de coordenadas fijado en el punto O. La ecuacién s = s(t) se
denomina de ley horaria del movimiento.

Esta claro que la direccidn en la que se mueve un movil cuya trayectoria es una recta es la de esa
recta. Tampoco hay duda de que si la trayectoria es curva, la direccién cambia continuamente; pero,
écudl es la direccion del movimiento en cada punto de la trayectoria?

Supongamos una particula que se mueve del punto P al P’ a lo largo de la curva C, como se ve en la
figura de la pagina siguiente. Podemos hacer que la particula se mueva en linea recta desde P hasta
un punto intermedio de Cy después, también en linea recta, desde ese punto intermedio hasta P’
(ver figura); en cada uno de los tramos rectos la direccion del movimiento es la de la correspondien-
te recta. Podemos continuar el proceso eligiendo tres puntos de la trayectoria curva Cy obligando a
la particula a moverse siguiendo trayectorias rectilineas desde P al primero de ellos, de éste al se-
gundo, de éste al tercero y desde éste a P’. Este proceso se puede continuar indefinidamente.

La figura muestra que, a medida que el nimero de puntos sobre la trayectoria aumenta, la direccion
del tramo rectilineo que une P con el primero de ellos se aproxima mds a la de la recta tangente a la
trayectoria en el punto P. De modo que, en el limite, cuando el nimero de puntos marcados tiende
a infinito, se confunde con ella.

Concluimos que la direccion del movimiento de una particula mévil con movimiento curvilineo en un
punto particular de la trayectoria es la de la tangente a la curva en ese punto.

2| desplazamiento a lo largo de una trayectoria se define como la diferencia entre las posiciones
final e inicial; esto es, As=s—s,. Expresa la distancia entre s, y s medida a lo largo de la trayectoria,
con signo positivo si el movimiento ha tenido lugar en el sentido en que se ha orientado el eje y con
negativo en caso contrario.

-13-
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5. Estudio vectorial del movimiento

La ley horaria de un movimiento curvilineo, que es una ecuacién escalar, no apor-
ta suficiente informacién sobre el mismo. En efecto, si no conocemos de ante-
mano la trayectoria del movil, tampoco podemos determinar su posicidn respecto
a un sistema de referencia dado; por otro lado, como hemos dicho, la velocidad
escalar no informa de la direccidon del movimiento. Esto sugiere efectuar un estu-
dio mas profundo, que se logra introduciendo las magnitudes vectoriales posicion,
desplazamiento, velocidad y aceleracion.

La ecuacion que expresa la posicion de una particula que lleva un movimiento
curvilineo en funcién del tiempo respecto a un sistema de referencia, recibe el
nombre de ecuacion del movimiento. Es una ecuacién vectorial de la que se pue-
de obtener toda la informacidn del movimiento en cada instante. Como cualquier
ecuacion vectorial, se puede expresar en forma de componentes respecto a un
sistema de coordenadas particular.

Un vector, que geométricamente es un segmento de recta orientado en el espa-
cio, puede representar a magnitudes vectoriales tales como la velocidad o la ace-
leracidn si convenimos en que una unidad de longitud de dicho vector represente
una cantidad dada de magnitud. Asi por ejemplo, un vector de 6 cm de longitud
representa correctamente una cantidad de velocidad de 18 m/s si previamente
hemos convenido en que 1 cm de longitud equivalga a una velocidad de 3 m/s.

A veces, en los libros de Fisica se sustituye la palabra “cantidad” por “magnitud”.
En nuestro caso “cantidad de velocidad” y “magnitud de la velocidad” tienen el
mismo significado.

5.1. Vectores de posicion y desplazamiento vectorial

La figura muestra una particula que se mueve en el plano respecto al sistema de
) referencia OXY siguiendo una trayectoria C. Su posicidon en un punto P de la tra-
""""""" yectoria estd determinada por sus coordenadas (x, y). También el vector fijo r
C (con origen en O y extremo en P), denominado vector de posicion, fija la posicion

de la particula respecto a 0. Como x e y son también las componentes de r, te-

al

nemaos que,

—

+yj

i

r=x

Q -

Observa que x e y determinan las posiciones de las proyecciones® de la particula
en los ejes OXy OY.

Conforme la particula se mueve, el vector de posicién y sus componentes varian.
Entonces, decimos que r es una funcion vectorial del tiempo, y lo escribimos asi,

F=r(t)=x(t)i +y(t)]

gue es la ecuacién del movimiento de la particula.

13 , . . . ,
Sean una particula y un eje, y tracemos una perpendicular al eje que pase por la particula. La
proyeccién de la particula sobre el eje es el punto en el que la perpendicular corta al eje.

-14-



Estudio del movimiento

Cuando el movimiento se da en un plano, siempre podemos colocar los ejes X e Y
de modo que sélo se necesiten dos coordenadas para fijar la posicion de la parti-
cula. Si ésta se moviera en el espacio, tendriamos que afiadir un eje mas para fijar
su posicion y, por tanto, el vector de posicidén tendria tres componentes.

En este curso sélo vamos a considerar movimientos en el plano; sin embargo, to-

das las definiciones y resultados que veamos en adelante son generalizables a
movimientos en el espacio.

Supongamos que la particula se encuentra en el punto P en el instante t y en el P
en el instante t', como se muestra en la figura. Los vectores de posicién son, res-
pectivamente, I y .

Se define el desplazamiento vectorial de la particula desde el punto P al P' como
la magnitud que queda determina cuando se conoce la distancia en linea recta
entre Py P'y la direccion y el sentido del movimiento en linea recta desde P a P'.

En la figura vemos que el desplazamiento puede representarse por el vector Ar.

Ahora bien, si tenemos en cuenta las operaciones entre vectores, vemos que,
F=F+AF = AF=F—F

por lo que el desplazamiento vectorial es igual a la variacion que sufre el vector de

posicion de la particula entre los puntos Py P’. De la figura se deduce que,

AF=AXT +Ayj=(x'=x)i +(y'=y)]
donde Ax=x'—x y Ay=y'—y son las componentes de Ar en los ejes OX 'y OY
respectivamente.
La figura muestra que mientras la particula se mueve desde P hasta P’ sus pro-
yecciones en los ejes OX y OY se desplazan, respectivamente, del punto x al x”y
del y al y”. Concluimos por lo tanto que las componentes del vector de posicion y
del desplazamiento vectorial en los ejes OX y OY del sistema de coordenadas son,

respectivamente, las posiciones de las proyecciones de la particula en dichos ejes y
los desplazamientos que realizan.

5.2. Velocidad vectorial

En la figura se indica la trayectoria seguida por una particula. En el instante t se
encuentra en el punto Py su vector de posicién es r; mientras que en el instante

t' se ha movido al P’ y su vector de posicién es r'.
Se define la velocidad vectorial media (v,,) de la particula en el intervalo de
tiempo At=t'—t como el cociente entre el desplazamiento vectorial Ar efectua-
do entre los instantes t y t’y el intervalo de tiempo empleado; es decir,
AT

'm A
por lo que v, es una magnitud vectorial de igual direccién y sentido que Ar.
Se define la velocidad vectorial instantdnea (V ) de la particula, en el instante t,
como el limite de la velocidad vectorial media cuando el intervalo de tiempo At
tiende a cero; es decir,
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Los matematicos llaman a este limite derivada del vector de posicién r(t) respecto
al tiempo. En Fisica se escribe asi,

v=2
dt

donde, si interpretamos a la derivada como un cociente, dt representa un interva-
lo de tiempo infinitesimal y dr el desplazamiento (también infinitesimal) efectua-

do en dt, como indica la figura.

En adelante, para fijar la posicion de una particula sobre cualquier trayectoria
convendremos en orientarla en el sentido del movimiento y escogeremos un pun-
to O' de la misma como referencia.

La figura muestra que la magnitud del desplazamiento vectorial (Ar) de
una particula que se mueve desde el punto P al P’ en un intervalo de tiem-
po At es menor que el desplazamiento recorrido sobre la trayectoria (As),
a menos que la trayectoria sea una recta. Sin embargo, si consideramos
intervalos de tiempo (At’, At”, ...) cada vez menores, Ar se aproxima cada
vez mas a As, y la direccién de Ar (que es la misma que la de v, ) se acer-
ca mas y mas a la direccidn de la recta tangente a la curva en el punto P;
de modo que en el limite, cuando At —0, la direccién de Ar se confunde
Vi con la de la tangente y su magnitud con la distancia real recorrida (es de-

iR
" =n

%

v

> cir, dr =ds). Como,

X R
W o . dr
v=Ilimyv, = lim —=—
At—0 At—0 At dt
gueda claro que la direccion de la velocidad vectorial en un punto P de la trayecto-
ria es la de la recta tangente a la misma en ese punto. La figura muestra el vector

velocidad en distintas posiciones a lo largo de una trayectoria curva C.

Si dos vectores son iguales, también lo son sus médulos; por tanto, de la ecuacion
de definicion de la velocidad tenemos,

L dr dr
V=— > v=—»
dt dt
donde dry v representan, respectivamente, la magnitud del desplazamiento efec-
tuado en el intervalo de tiempo dt y la magnitud de la velocidad vectorial. Ahora

bien, en un intervalo de tiempo infinitesimal dt se cumple que dr =ds; por tanto,
v=dr/dt ds
= v=—
dr=ds dt

que, segun el punto 5, es la velocidad escalar™®. Es decir, la magnitud de la veloci-
dad vectorial instantdnea mide la rapidez del movimiento de la particula.

Podemos afirmar por lo tanto que la orientacién de la velocidad vectorial instan-
tanea da la direccidn y el sentido del movimiento de la particula y que su magni-
tud mide la rapidez con la que se mueve en ese instante.

14 . . . . , e .
En realidad dr/dt coincide con la velocidad escalar solo cuando ésta es positiva; es decir cuando el
movimiento tiene lugar en el sentido que hemos elegido como positivo.
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Componentes de la velocidad vectorial

La figura superior de la pagina siguiente muestra una particula que se encuentra
en el punto P en el instante t y que lleva una velocidad V. En un intervalo de
tiempo infinitesimal, dt, a partir del instante t, efectia un desplazamiento (tam-
bién infinitesimal) dr. Los desplazamientos realizados por las proyecciones de la
particula en los ejes coordenados son dx y dy, como se ve en la figura inferior que
muestra el detalle de la superior, por lo que la ecuacion,

AF =AXi +Ay]
la podemos escribir como,
df =dxi +dyJ

Como la velocidad vectorial instantanea es la derivada del vector de posicion; te-
nemos, interpretando la derivada como un cociente, que,

d?_dx7+dy7_g7+g~.

i=

J
dt dt dt dt
Si designamos por v, y v, a las componentes de V tenemos que,

~ - - dx dy
V=v,i+v,j = VX:E y VVZE

Sabemos que x e y son, respectivamente, las posiciones de las proyecciones de la

particula en los ejes OX y OY. Por lo tanto, de acuerdo con la definicién de veloci-

dad instantanea en el movimiento rectilineo (punto 2.1.2), v, y v, son las veloci-

dades de las proyecciones de la particula en los ejes OX 'y OY la velocidad.

Concluimos que las componentes de la velocidad vectorial a lo largo de los ejes
coordenados son las velocidades de las proyecciones de la particula en dichos ejes.

5.3. Aceleracion vectorial

En el movimiento curvilineo la velocidad vectorial, en general, cambia en magni-
tud y en direccion. Esto sucede, por ejemplo, si aceleramos un automévil mientras
tomamos una curva. La magnitud de la velocidad cambia debido a que la particula
puede acelerar o frenar; su direccién varia porque la velocidad es tangente a la
trayectoria y ésta se curva continuamente. En la figura se muestran las velocida-
des V y V' de una particula en los instantes t y t', cuando esta en los puntos Py P’
respectivamente. La variacion de la velocidad en el intervalo At =t'—t es,

AV =V'—-v
como se muestra en el tridangulo de vectores dibujado en la figura. Para medir la
rapidez del cambio de la velocidad, se introduce la aceleracion vectorial.

Se define la aceleracion vectorial media (a,,) de la particula en el intervalo de
tiempo At=t'—t como el cociente entre la variacion de la velocidad vectorial AV
entre los instantes t y t’y el intervalo de tiempo empleado; es decir,
5
At

por lo que a,, tiene la misma orientacién que Av.

-17-
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Se define la aceleracion vectorial instantdnea (a ), en el instante t, como el limite
de la aceleracion vectorial media cuando el intervalo de tiempo At tiende a cero,

—

o . o . Av
a=lima,=lim —
At—0 At—0 At
que, en el lenguaje matematico, recibe el nombre de derivada de la velocidad

vectorial V(t) respecto al tiempo y en Fisica se expresa como,

=2

dt
donde, si interpretamos a la derivada como un cociente, dt representa un interva-
lo de tiempo infinitesimal, a partir del instante t, y dv la variacion (también infini-

tesimal) de la velocidad en dt. De la definicidn se desprende que,

La aceleracion vectorial tiene la misma orientacion que el cambio instantdneo de
la velocidad vectorial (dv ). Como la direccién de la velocidad cambia en el senti-
do en que se curva la trayectoria, la aceleracién en el movimiento curvilineo
apunta siempre hacia la concavidad de la curva, como se ve en la figura.

En general, la aceleracién no es ni tangencial ni perpendicular a la trayectoria.

Componentes de la aceleracién vectorial

Expresando la variacién que sufre la velocidad vectorial en un intervalo At en
sus componentes (ver figura) tenemos que,

N T I s )= e =
Av =v —V—(VXI +Vyj)—(vxl +Vyj)
que, al agrupar términos, se transforma en,
-y 2 / ra e
AV =(v,—v,)i +(vy—vy)j =Av, i +AV, (1)
donde Av, y Av, son las componentes escalares de AV en los ejes OX'y OY
respectivamente. Como se ve en la ecuacidn (1), estas componentes son las va-

> riaciones de las velocidades de las proyecciones de la particula en dichos ejes.

En un intervalo de tiempo infinitesimal (dt), a partir del instante t, la velocidad
y sus componentes sufren una variacion también infinitesimal, por lo que, AV,
Av, y Av, se transforman, respectivamente en dv, dv, y dv,. En estas condi-
ciones la ecuacion (1) se puede escribir como,

dv=dv,i+dv,j
Como la aceleracién instantanea es la derivada de la velocidad; tenemos, interpre-
tando la derivada como un cociente, que,

dv _dv,i+dv,j zdvxr_i_dvy?

g=—-=

J
dt dt dt dt
Si designamos por a, y a, a las componentes de a (ver figura) tenemos que,
d=ai+a,j] = a _ v y a _ vy
o oodt oodt

Sabemos que v, y v, son, respectivamente, las velocidades de las proyecciones de
la particula en los ejes OX y OY. Asi pues, de acuerdo con la definicién de acelera-
cion instantdnea en el movimiento rectilineo (punto 2.2), a, y a, son las acelera-

ciones de las proyecciones de la particula en los ejes coordenados.
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Concluimos que las componentes de la aceleracién vectorial a lo largo de los ejes
coordenados son las aceleraciones de las proyecciones de la particula en esos ejes.

5.4. Componentes intrinsecas de la aceleracion

La aceleracion vectorial la podemos descomponer (y es util hacerlo) en dos: una
tangencial a la trayectoria y otra perpendicular. Elijamos un sistema de coordena-
das ligado a la particula, de modo que uno de los ejes (el tangencial) tenga la di-
reccion®™ de la tangente PT a la trayectoria en cada punto y el otro (el normal) sea
perpendicular al primero y esté orientado hacia la concavidad de la curva, como
ilustra la figura.

Observa que este sistema es muy especial porque, al estar ligado a la particula, los
ejes cambian continuamente de direccién.

Designado, respectivamente, por @, y a,. a las aceleraciones vectoriales compo-

nentes en los ejes tangencial y normal, como se ve en la figura, tenemos que,
a=a,+a,

Definiendo los vectores unitarios L_ity Un de modo que el primero tenga la orien-

tacidn del eje tangencial y el segundo la del eje normal (ver figura) y representan-
do por a, y a,, respectivamente, a las componentes (escalares) de la aceleracion

en las direcciones de dichos ejes, tenemos que,
d=a,u,+a,d,
Comparando las dos ecuaciones anteriores concluimos que,
0, =0, y 0, =0a.,
donde la primera se denomina aceleracion tangencial y la segunda aceleracion
normal o centripeta. Reciben el nombre genérico de componentes intrinsecas.

Cada componente tiene un significado bien definido. Para entender esto vamos a
considerar dos casos particulares para generalizar después:

a) Movimiento rectilineo

La figura muestra el vector que representa a la velocidad vectorial de un movi-

miento rectilineo en dos posiciones diferentes, correspondientes al intervalo de

tiempo At=t'—t. Se ve que AVv=vV'—v (y por lo tanto™® d) tienen siempre la

direccion del movimiento; es decir, la direccidn tangencial. Asi que se cumple que:

1. Sdlo hay aceleracidn tangencial (a;). La centripeta es nula puesto que direccion
de d essiempre lade U,. Por lo tanto la aceleracion que aparece en las ecua-
ciones del movimiento rectilineo y en las leyes horarias del movimiento (que se
derivan de aquellas) es siempre la tangencial.

2. Sdlo puede variar la magnitud de la velocidad, ya que un movimiento rectilineo
mantiene la direccién constante.

15 . . . . . . .
El sentido del eje puede ser cualquiera. Sin embargo, mientras no se diga lo contrario, lo supon-
dremos orientado en sentido del movimiento positivo.

16 .. . . .. . .
Recuerda que la aceleracion tiene la direccion del cambio del vector velocidad.
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Combinando los puntos 1. y 2. deducimos que,

dv
Ot :E

que es idéntica a la ecuacién que define la aceleracién instantadnea en movimiento
rectilineo. De nuestro conocimientos de derivadas concluimos que /a aceleracion
tangencial mide la rapidez instantdnea del cambio de la magnitud de la velocidad
vectorial; esto es, la variacion de la magnitud de la velocidad por unidad de tiem-
po en un instante particular.

Como ya probamos en el estudio del movimiento rectilineo, en el caso de que la
aceleracion tangencial sea constante; o sea, de que el incremento de la velocidad

(Av) sea directamente proporcional al tiempo, se cumple que,
_dv At

a,=—=— si a,=cte
dt At

b) Movimiento circular uniforme

Un movimiento circular es uniforme cuando la magnitud de la velocidad vectorial
permanece constante. En este caso no hay aceleracion tangencial, pues la magni-
tud de la velocidad no cambia. Ya que en el movimiento circular la direccién de la
velocidad cambia continuamente, ha de existir aceleracion; y puesto que ésta no
es tangencial, tiene que ser centripeta, como se ve en la figura.

Un analisis detallado prueba que en el movimiento circular la aceleracién centri-
peta es,

a =v2/R

c

donde v es la velocidad y R el radio de la circunferencia®’.

La aceleracion centripeta estd relacionada con la rapidez con la que cambia la di-
reccion de la velocidad en cada instante y, en el movimiento circular, estd dirigida
siempre al centro de la circunferencia, como se aprecia en la figura.

¢) Movimiento curvilineo

En general, en un movimiento con trayectoria curva cambian la direccién y la
magnitud de la velocidad; por lo que hay aceleracién tangencial y centripeta.
Combinando la ecuacién que da @ en sus componentes con las que expresan a; y
a,, se llega a la ecuacion,

"

V' que es la ecuacién general de la aceleracion. La figura muestra el vector a
en dos posiciones distintas.

17¢. . . . . .
Si la trayectoria no es una circunferencia, R representa el radio de curvatura, cuyo valor cambia de
un punto a otro de la trayectoria.
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6. Movimiento circular

Una particula lleva un movimiento circular cuando su trayectoria es una circunfe-
rencia. Se trata de un movimiento muy importante porque en la vida cotidiana es
muy habitual.

6.1. Desplazamiento, velocidad y aceleracion angulares

La figura muestra una particula que describe un movimiento circular de radio R.
Se ve que todos los puntos del segmento de la recta que une la particula con el
centro de la circunferencia C tienen velocidades distintas (recorren distancias
diferentes en el mismo tiempo); sin embargo, todos ellos giran el mismo angulo
(esto es, experimentan el mismo desplazamiento angular) en el mismo tiempo.
Esta es la razén por la que estd magnitud y las que derivan de ella, llamadas mag-
nitudes angulares'® son tan importantes en la descripcion de este movimiento.

En el movimiento circular interesa introducir dos nuevas magnitudes: una que mi-
da la rapidez de giro de la particula y otra para medir la rapidez con la que varia la
primera. Los dngulos los mediremos siempre en radianes, ya que de este modo se
cumple la relacion s=R6&, donde 6 es el angulo subtendido por el arco sy R el
radio de la circunferencia, como se ve en la figura. La ecuacidn se cumple porque
s/R sélo depende del dngulo subtendido por el arco y no de los valores particula-
res de s y R; por lo tanto s/R, es una medida del dngulo y su unidad se llama ra-
didn. El angulo subtendido por la circunferencia completa es,
0=27R/R=2r rad

como el angulo que abarca una circunferencia es de 3609,
2rrad = 3602

La figura muestra una particula con un movimiento circular de radio R, que se en-
cuentra en el punto P, en el instante inicial t; y en el punto P en el instante t. Ele-
gimos el punto O para medir posiciones sobre la circunferencia y la semirrecta CO
para medir angulos, y adoptamos el convenio siguiente: las posiciones y los angu-
los son positivos si se miden en el sentido opuesto al movimiento de la agujas del
reloj.
Se define la velocidad angular media (®,) de la particula en el intervalo de tiem-
po At como el cociente entre el dngulo girado y el intervalo de tiempo empleado,

0 =20

At

por lo que su unidad en el Sl es el rad/s. De la interpretacion del cociente se dedu-
ce que la velocidad angular media es el dngulo medio girado por unidad de tiem-
po, que es una medida de la rapidez media con la que gira.

Igual que en el movimiento rectilineo, la velocidad angular media no informa de la
rapidez de giro en un instante particular. Sabemos, por nuestro estudio del movi-

8se llaman asi porque derivan de un angulo. Las magnitudes manejadas hasta ahora (posicion,
velocidad y aceleracién) se llaman lineales. Esto es porque derivan de la distancia entre dos puntos,
que se mide con unidades lineales de longitud.

-21-




Luis A. Cordon Monton — IES “Sancho Ill el Mayor” (Tafalla)

miento rectilineo, que para obtener informaciéon de la rapidez de giro en un ins-
tante dado t, tenemos que calcular el limite del cociente anterior cuando At —0
en el instante t (es decir, la derivada del dngulo €(t) respecto al tiempo).

Se define la velocidad angular instantdnea () de la particula en un instante par-
ticular t como la derivada del dngulo 0(t) respecto al tiempo en ese instante; o sea,
AG do
o= lim —=—
At—0 At dt

Aplicando el significado fisico de la derivada que vimos en el estudio de la veloci-
dad en el movimiento rectilineo, concluimos que la velocidad angular de una par-
ticula en un instante particular t es el dngulo que giraria, a partir de t, en una uni-
dad de tiempo, si dicha velocidad angular permaneciera constante; lo que es una
medida de la rapidez de giro de la particula en el instante t.

Puesto que la velocidad angular puede variar, introduciremos la magnitud acele-
racion angular para medir los cambios. Supongamos que la particula de la figura
anterior lleva una velocidad angular ay en el instante t, y otra wen el instante t.

Se define la aceleracion angular media ( c,) de la particula como el cociente entre
la variacion de la velocidad angular Aw entre el intervalo de tiempo At y dicho
intervalo; esto es,
Ao o-a,
am == —
At t—t,

por lo que su unidad en el SI es el rad/s’. Del significado de cociente se deduce
gue la aceleracién angular media es la variacion media que experimenta la veloci-
dad angular por unidad de tiempo, que es una medida de la rapidez media con la
que cambia.

Al igual que ocurre con la velocidad angular, la aceleracién angular media no in-
forma de la variacién de la velocidad angular en un instante particular. Sabemos
gue para obtener esa informacién en un instante particular t, tenemos que calcu-
lar el limite de la aceleracién angular media cuando At — 0 en ese instante (es
decir, la derivada del angulo a(t) respecto al tiempo).

Se define la aceleracion angular instantdnea (c) de la particula en un instante
particular t como la derivada de la velocidad angular at) respecto al tiempo en
ese instante; es decir,

A
a=lim —=—
At—0 At dt

Aplicando el significado fisico de la derivada, deducimos que, /a aceleracion angu-
lar de una particula en un instante particular t es la variacion que experimentaria
la velocidad angular, a partir de t, en una unidad de tiempo, si la aceleracién an-
gular permaneciera constante; que es una medida de la rapidez con la que varia la
velocidad angular de la particula en el instante t.

6.2. Movimientos circular uniforme y uniformemente variado

El movimiento circular mas sencillo es el que mantiene constante la velocidad an-
gular, que recibe el nombre de circular uniforme. Por lo tanto,
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do
w=—=cte
dt
Sea una particula que gira un angulo A@=60-6¢, en un intervalo de tiempo
At =t —t, con velocidad angular constante. Sabemos por nuestros conocimientos
de derivadas que en este caso particular se cumple que,
_do A0 _60-6,

O=—-= = cte
dt At t-t,

y despejando @ y haciendo t, = 0 obtenemos,

0=0y+wt 6 A0=ot|

gue es la ecuacién del movimiento circular uniforme, andloga a la del MRU.
Un movimiento circular que varia su velocidad angular pero que mantiene cons-
tante la aceleracidn angular se llama circular uniformemente acelerado. O sea

dw
oa=—=cte
dt

De forma analoga al movimiento circular uniforme, si la particula varia su veloci-
dad angular en Aw=w—a, en un intervalo de tiempo At =t—t, y la aceleracion
angular es constante, se tiene que cumplir que,

do Ao o-a,

aQ=—=—>= =cte
dt At t-t,

y despejando @ y haciendo t, = 0 obtenemos,

@

gue es la ecuacion de la velocidad angular, analoga a la del movimiento rectilineo
uniformemente variado. Por lo tanto, siguiendo exactamente los mismo pasos que
los dados en el punto 3.2 (MRUV), llegamos a,

0=0,+ot+hat’ = A0=0-0y=w,t +%at®| (5)

gue es la ecuacién del movimiento circular uniformemente variado, andloga a la
del rectilineo uniformemente variado.

Si, como hicimos en el punto 3.2, combinamos las ecuaciones (4) y (5) para elimi-
nar el tiempo se llega a,

o” —wf =2aA0

6.3. Relaciones entre las magnitudes lineales y las angulares

Sea una particula con un movimiento circular. En un intervalo de tiempo infinitesi-
mal dt recorre un arco ds (también infinitesimal), como ilustra la figura. Como el
angulo (infinitesimal) subtendido por ds es dg, se cumple que ds=Rd0 y puesto

que v:ds/dt, se tiene, al interpretar la derivada como un cociente, que,
ds Rd6 do
V=—=—= R—
dr dt dt
pero w=d6/dt, por lo tanto,
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gue es la relacién entre la velocidad lineal y la angular.

Vimos en el punto 5.4 que la relacién entre la magnitud de la velocidad vectorial y
la aceleracion tangencial es q, :dv/dt,donde, interpretando a la derivada como
un cociente, dt representa un intervalo de tiempo infinitesimal y dv la variacion
(infinitesimal) que experimenta la magnitud de la velocidad en dt. Si vy v’ son las
velocidades al principio y al final del intervalo, tenemos que,
dv=v'—v
Ahora bien, el cambio infinitesimal de v implica también un cambio (infinitesimal)
en w. Sean wy @ las velocidades angulares al principio y al final de dt, entonces,
do=w' —w
donde dw es el cambio infinitesimal de . Como v'=R&’ y v=Rw, tenemos, al
combinar las cuatro ultimas ecuaciones, que,
dv=v'—v=R&' -Rw=R(&' —w)=Rdw
y utilizando la ecuacion de la aceleracion tangencial,
o I _Rdo_do
dt dt dt

pero sabemos que « =dw/dt; por lo tanto,

gue es la ecuacién que relaciona la aceleracion tangencial y la angular.

7. Composicion de movimientos. Aplicacion a casos particulares

La figura muestra tres pequefias bolas de acero A, B y C colocadas

AyB
‘l—’o del modo siguiente: C esta sobre un plano horizontal (que supo-
® nemos sin rozamiento) mientras que A y B se encuentran sobre la
® vertical de Cy en la misma posicién. En un instante dado se le co-
® munica la misma velocidad horizontal (v) a Ay a C, mientras que se
o B deja caer libremente a B.
Observa que la bola A estd sometida simultdneamente a dos mo-
° | vimientos (es decir, lleva un movimiento compuesto): uno horizon-
tal, como consecuencia de la velocidad horizontal y otro vertical,
como consecuencia de la aceleracién de la gravedad. Los experi-
) ) mentos prueban que las bolas A y C alcanzan el punto P del plano
horizontal en el mismo instante.
c , En la figura, que muestra las posiciones de las bolas a intervalos de
B it O tiempo iguales, se ve que el movimiento horizontal de A no influye

en el vertical, pues las alturas de A y B son las mismas en todos los instantes. Asi-
mismo se ve que el movimiento vertical de A no influye en el horizontal, pues las
distancias horizontales recorridas por A y C son iguales. Esto es, el movimiento
horizontal de A es uniforme y el vertical es uniformemente variado (aceleracion
de la gravedad).

-24-



Estudio del movimiento

El movimiento de la bola C es el mismo que el de la proyeccién horizontal de Ay el
movimiento de B es idéntico al de la proyeccién vertical de A. Es decir, las posicio-
nes de Cy B son, respectivamente, las de las proyecciones horizontal y vertical de
la bola A.

El analisis de muchas experiencias como la anterior permite enunciar el principio
de independencia de movimientos, formulado por Galileo en el siglo XVII:

Si una particula estd sometida, por causas distintas, a movimientos simultdneos,
éstos son completamente independientes; es decir, el cambio de posicion de la
particula es independiente de que los movimientos tengan lugar simultdnea o su-
cesivamente.

En efecto, a la bola A le lleva un tiempo At llegar al punto P. En At la bola B reco-
rre la altura que tiene respecto al plano horizontal y la bola C, que lleva velocidad
v, recorre la distancia horizontal que la separa del punto P.

Si en lugar de comunicarle a la bola A los movimientos simultdaneamente, lo ha-
cemos sucesivamente:

19 La dejamos caer libremente: llega al plano horizontal en At.
22 Le comunicamos la velocidad horizontal v: llega al punto P en At.

El cambio de posicién de la bola A ha sido el mismo al someterla al mismo movi-
miento simultanea y sucesivamente.

Supongamos una particula que se mueve en el plano OXY con dos movimientos
componentes simultdneos, uno en el eje OXy otro en el eje OY. Sean,

X, V,, a,

y,v,,a,

respectivamente las posiciones, velocidades y aceleraciones de los movimientos
componentes en los ejes OX 'y OY. Como estos movimientos son los de las proyec-
ciones de la particula en dichos ejes, tenemos, al aplicar las ecuaciones del punto
5, que,

F=xi+yj; V=vX7+vyf y 6=aX7+ay]'
Es decir, se cumple el llamado principio de superposicion de movimientos que
afirma que:
Si una particula estd sometida simultaneamente a movimientos independientes, el
movimiento resultante (posicion, desplazamiento, velocidad y aceleracion) se ob-
tiene al sumar vectorialmente los movimientos componentes.

El principio de superposicidn, que es una consecuencia del de independencia, es
muy importante porque permite determinar la posicion, la trayectoria, la veloci-
dad y la aceleracion de cualquier movimiento compuesto, si se conocen las ecua-
ciones de los movimientos simples que lo componen.

7.1. Movimientos rectilineos uniformes perpendiculares

Vamos a considerar el caso mas simple: la composicion de dos movimientos recti-
lineos uniformes y perpendiculares, que haremos coincidir con los ejes OX y OY de
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un sistema de coordenadas. Sea una particula animada simultanea-
mente con dos MRU" de velocidades v, y vy, de modo que en los ins-

IAy Vx tantes to =0y t sus coordenadas respectivas son (xo, o) ¥ (X, y), como
Vo §----mm-mm VO L LY.

se refleja en la figura. Las ecuaciones de los movimientos rectilineos
componentes son,

X=Xy +V,t Yy y=y,+v,t (6)

Aplicando el principio de superposicion a la posicion y velocidad, tene-

v

mos que,

F=xi+yj vy Vzvx7+vyj

De la figura se deduce que la magnitud de la velocidad y su direccion son,

— 2 12 —
v=\vi+v, y tana=v, /v,

Observa en la figura que la direccion del movimiento es la de la velocidad.
Para obtener la ecuacion de la trayectoria eliminamos el tiempo de las ec. (6),
X=Xy +v,t = t=(x—x0)/vx X—X v

0 y
= y=y,+V = y—y,=2(x—x
y=yo+v,t Y=oy v, Y=o v, (x=x)

gue es la ecuaciéon de una recta de pendiente vy/vx. Por lo tanto, el movimiento

resultante de dos MRU es otro MRU.

7.2. Movimiento parabdlico

El lanzamiento de un objeto animado con una velocidad inicial vo cuya direccién
forma un angulo a con la horizontal origina un movimiento de trayectoria paraboé-
lica®®, como se ve en la figura, que se llama movimiento parabélico. Para un mis-
mo valor de la velocidad, si se varia el dngulo de lanzamiento a, se obtiene una
familia de pardbolas. Los casos extremos son:

= =0, setrata de unlanzamiento horizontal.

= =90, esun lanzamiento vertical.

Como ya se ha visto, el movimiento parabdlico es la composicién de dos movi-
mientos rectilineos: uno horizontal uniforme y otro vertical uniformemente varia-
do cuya aceleracidn es la de la gravedad (g).

Sea una particula con un movimiento parabdlico cuya velocidad inicial v, forma
un angulo con la horizontal «, como se ve en la figura. Se ha elegido el sistema de
coordenadas de modo que el MRU tenga lugar en el eje OX 'y el MRUV* en el eje
OY. En los instantes to= 0y t sus coordenadas respectivas son (xo, yo) Y (X, ¥).
Aplicando el principio de superposicidon a la posicién, velocidad y aceleracién de-
ducimos que,

De la figura se deduce que las componentes de la velocidad inicial son,

¥ Movimiento rectilineo uniforme.
20 . . 3 . . . . . .

En realidad la trayectoria no es parabdlica debido a la friccion del objeto con el aire; ademas la
rotacion de la Tierra hace que el movimiento no se dé exactamente en un plano vertical.

21 - - . .
Movimiento rectilineo uniformemente variado.
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Asi pues, las velocidades de los movimientos rectilineos componentes son,
MRU (0X): v, =v,, =cte
MRUV (OY): v, =v,, —gt
cuya suma vectorial, de acuerdo con el principio de superposicidn, da la velocidad
vectorial del movimiento parabdlico.

La magnitud y la direccién de v son (ver figura),
[ —
v=\v;+v, y tana=v, /v,

MRU (0X):  a, =0 (movimiento uniforme)

Y sus aceleraciones,

MRUV (OY):  a, =—g (es la aceleracion de la gravedad)

Finalmente, las ecuaciones de los movimientos rectilineos son,
MRU (OX):  x=xy+Vv,t

MRUV (0Y):  y =y, +Vv,,t—%gt’

Con estas ecuaciones, conociendo la posicidn inicial del objeto, la magnitud de la
velocidad inicial y a (dngulo de tiro o elevacion), podemos determinar cuanto se
nos pida: altura maxima alcanzada, alcance maximo, tiempo de vuelo (tiempo que
estd en el aire) y posicién y velocidad en cualquier instante. También se puede ob-
tener la ecuacion de la trayectoria sin mas que eliminar el tiempo entre las ecua-
ciones que expresan la posicidn en funcion del tiempo en los ejes coordenados.

8. Movimiento armdnico simple (MAS)

Una particula tiene un movimiento oscilatorio o vibratorio cuando se mueve pe-
riédicamente alrededor de una posicién de equilibrio®®, que recibe el nombre de
centro de oscilacion.

El movimiento de un péndulo y el de una masa sometida a la fuerza de un muelle
estirado son ejemplos de movimientos oscilatorios. Los atomos en un sdélido y en
una molécula vibran unos respecto a otros y los electrones en una antena emisora

2, . . . . .
Recibe este nombre porque la fuerza que actua sobre la particula tiende a llevarla siempre a esta
posicién.
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o receptora oscilan rapidamente. Entender el movimiento vibratorio es esencial
para el estudio de los fendmenos ondulatorios relacionados con el sonido y la luz.

De todos los movimientos oscilatorios, el mds importante es el movimiento ar-
Qt monico simple (MAS). Ademas de ser el mas sencillo de analizar, constituye una
descripcién bastante precisa de muchas oscilaciones que se observan en la Natu-
raleza. Sin embargo, no todos los movimientos oscilatorios son armdnicos.

D Sea una particula que describe un movimiento circular uniforme en el sentido
opuesto al de las agujas del reloj, como indica la figura. Supongamos que se en-
cuentra en el punto Qg en el instante inicial (t;=0), en el punto Q en el instante ty
en el punto Q' en el instante t'.

@R 1

La proyeccion de la particula sobre el diametro BD es el punto P. En la figura se ve
gue, conforme la particula se mueve por la circunferencia, la proyeccidn P ejecuta
un movimiento de oscilacidn alrededor de C entre los puntos By D.

La proyeccion de un movimiento circular uniforme sobre un diadmetro de la circun-
ferencia ejecuta un movimiento de oscilacion respecto al centro de la misma, que
recibe el nombre de movimiento armodnico simple, abreviadamente MAS.

8.1. Ecuacion del movimiento armonico simple

"1 Qt Consideremos un sistema de coordenadas tal que su eje OX tenga la direccion del

: diametro BD y su origen (O) coincida con el centro de la circunferencia (C), como

A Q, se ve en la figura. En el instante t, cuando la particula esta en el punto Q, el angulo

AG qgue el radio A = 0Q forma con OX es 6, por lo que la distancia x = OP (con signo

—> 0 0 \% <-;_— _ positivo o negativo, segln a qué lado de O se encuentre el punto P), que da la

Y P X posicién de P respecto a O, es igual a,

x=Acosf

,: El desplazamiento angular de la particula en el intervalo At =t — t; = t (pues t; = 0)

Q Q, es A@= 60— 6, por lo que, si su velocidad angular es o, al aplicar la ecuacién del

movimiento circular uniforme, tenemos,
AO=0—-6y=ot = 0=0,+wt

gue sustituyendo en la ecuacion anterior da,

|x:Acos(a)t+60)‘

qgue es la ecuacion del MAS expresada en funcion del coseno. Recordando que
cosa =sin(a+7/2), se puede expresar como,

x=Asin(wt +6,+7/2)

y haciendo ¢p=6, +7r/2, queda finalmente que,

|X=Asin(a)t+§0) (23

gue es la ecuacion del MAS expresada en funcion del seno. Es la forma mas habi-

2Notemos que la cantidad OP expresa siempre el desplazamiento de P respecto al centro de oscila-
cién Cy también su posicidn respecto a O si Cy O coinciden. En el caso de que el origen de coorde-
nadas O no coincida con C, x # OP vy, por lo tanto, x ya no da la posicidn de P respecto a O. En este
caso la ecuacion se escribe como Ax = A sin(@t + ¢), con Ax = x — xo = OP y donde x, representa la
posicién de C respecto a O.
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tual de encontrarla

La cantidad x, que expresa el desplazamiento de P respecto a O, se denomina
elongacion. A (wt + @) se le conoce como dngulo de fase o simplemente fase y ¢
es la fase inicial; es decir, la fase en el instante t=t, =0 que, como veremos mas

adelante, determina la posicion de la particula en el instante t,. Ya que la funcion

seno oscila entre -1y +1, el desplazamiento de la particula varia desde x = —A
hasta x = A. La separacion maxima de la particula a partir del origen (A) es la am-
plitud del movimiento y w es una constante caracteristica de cada MAS denomi-
nada pulsacion o frecuencia angular.

Si empezamos a contar el tiempo cuando la particula con movimiento circular se
encuentra en el punto Q); o sea, cuando el punto P que describe el MAS esta en
el origen O y moviéndose en el sentido positivo del eje OX (ver figura),

G, =37/2 = x=Acos(wt +37/2)
pero recordando que cosa =sin(a+ 7 /2), queda que,

x =Asin[(wt +37/2)+ /2] = Asin(wt +27) =

que es la ecuacion del MAS de una particula que, cuando empezamos a contar el
tiempo, se encuentra en el punto x = 0 y moviéndose en el sentido positivo del eje.

8.2. Ecuaciones de la velocidad y la aceleracion

La velocidad (v) del punto P, que describe un MAS a largo del eje OX, es la deriva-
da de la posicién respecto al tiempo. Como el desplazamiento (o sea, la elonga-
ciéon) coincide con la posicién cuando el centro de oscilacidn se sitla en el origen
de coordenadas tenemos que,

v:%:%[Asin(a}t+¢)] = lvza)Acos(a)t+¢))|

que varia periddicamente entre los valores —@A (minimo) y +@A (maximo). Usan-

do la relacion,
2 2 _ / 2
sen“‘a+cos“a=1=cosa=v1-sen“a

podemos expresar la velocidad en funcidn de la posicion (x). En efecto,

v= a)A\/l—sinz(a)t +@) = a)\/A2 —A? sinz(a)t+go)

y teniendo en cuenta que x=Asinwt, queda que,

V= a)\/A2 —x*

Andlogamente, la aceleracion es la derivada de la velocidad respecto al tiempo;
por lo tanto,

dv d 2 .
a=—=—/|wAcos(wt + = |a=—-w"Asin(ot + @)
o dt[ (@t +¢)] @

Si usamos que x=Asinwt, podemos expresar la aceleracion en funcion de la po-

sicion (x),
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que varia periédicamente entre los valores —a'A (minimo) y +&’A (méaximo).
Observa que la ecuacion expresa que en el MAS la aceleracion es proporcio-
nal y de sentido opuesto a la elongacion. Esto es, cuando la aceleracion es

I
xX=-A

positiva la elongacion es negativa y viceversa.

La figura muestra los valores de x, v y a en los puntos mds importantes, asi
€OMoO sus signos.

8.3. Periodicidad del movimiento

Un movimiento es periédico cuando repite simultdaneamente su posicién, veloci-
dad y aceleracion cada cierto intervalo de tiempo denominado periodo (T).

Las funciones seno y coseno son periddicas puesto que se repiten cada vez que el
angulo varia en 2 radianes; esto es asi porque,

sina =sin(a+2nx) y cosa=cos(a+2nrx) con neZ
Las ecuaciones de la elongacién y la aceleracién son funciones de sin @t y la ecua-
cion de la velocidad es funcién de coswt; por lo tanto, las tres se repiten cada vez
gue @t se incrementa en 2 radianes, lo que significa que el MAS es un movimien-
to periddico
Puesto que el término wde la ecuacion del MAS es constante, el periodo del mo-
vimiento (T) tiene que cumplir que,

2r=0T = T=27/w

Recuerda que, la frecuencia (f) de un movimiento periddico es el nimero de osci-
laciones completas por unidad de tiempo, o sea,

f=yT7
y se mide en el Sl en ciclos/segundo, unidad que recibe el nombre de Hertzio (Hz).
De las ecuaciones anteriores se deduce que la relacion entre la frecuencia angular

y la frecuencia es,

8.4. Representaciones grdficas

Las representaciones graficas de la elongacién, velocidad y aceleraciéon que vamos
a ver a continuacion muestran el cardcter periédico del MAS.

Sea una particula animada con un MAS a lo largo del eje OX de un sistema de
coordenadas, oscilando entre los puntos x=—A y x=A. Supongamos que al em-
pezar a contar el tiempo (t, = 0) esta en la posicidon xo = 0 y moviéndose hacia la
derecha (v > 0) como ilustra la figura. Hemos visto en el punto 8.1 que en este
caso particular la fase inicial es cero, por lo que la ecuacién es,

x=Asinwt

del mismo modo, las ecuaciones de la velocidad y aceleracién toman la forma,

v=wAcoswt Yy a= —w*Asinot =—a’x
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En la figura se han representado la elongacidn, la velocidad y la acelera-
cion en funcion del tiempo en el caso particular que estamos consideran- X
do y se han indicado los valores de las magnitudes a intervalos de tiempo
de un cuarto de periodo. Se ve cdmo los valores de las magnitudes se re-

piten cuando transcurre un periodo.

Las graficas x y a reflejan que estas magnitudes alcanzan sus valores nulos 4
al mismo tiempo y que en los instantes en los que x es mdaxima, a es mi-
nima y viceversa; se dice que se encuentran en oposicion de fase. El nom-

bre se debe a que si comparamos las ecuaciones de x y a, tenemos que,
x=Asinwt
_ 2 A i
a=—w"Asinwt

= a=w’Asin(wt + 1)
—sinwt =sin(wt + )

esto es, que la diferencia de sus dngulos de fase es de rradianes.

Las graficas de x y v indican que cuando una de ellas es maxima o minima,
la otra es nula y viceversa. Comparando sus ecuaciones,
x=Asinwt
v=wAcoswt )

_ = v=wAsin(ot+7/2)

coswt =sin(wt + 7/2)
vemos que la diferencia de fase entre ambas es de 7/2 radianes. Como el término
7/2 aparece con signo positivo, se dice que v esta adelantada 7/2 rad respecto a
x. Por la misma razén, decimos que a adelanta a x en zradianes.
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